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— —PRATARMÉ 


Šio amžiaus pirmojoje pusėje pagarsėjusi prancūzų matematikų grupė, 
pasivadinusi Burbaki vardu, knygoje „Matematikos istorijos apybraižos“ 
rašė: „Šiandien mėginti duoti bendrą matematikos supratimą — tai reikš- 
tų imtis tokio darbo, kurį nuo pat pradžių lydės vargiai įveikiami sunkumai 
dėl medžiagos įvairumo ir gausumo. ... Nerasime matematiko, netgi tarp 
turinčių plačiausią erudiciją, kuris nesijaustų svetimšaliu kai kuriose mil- 
žiniško matematikos pasaulio srityse...“. Tačiau pagrindines matemati- 
kos sąvokas, tarp jų pagrindines algebros sąvokas, pagrindinius algebros 
faktus ir jos metodus privalo suvokti ir žinoti kiekvienas matematikas. Be 
algebros neįmanomos jokios rimtos matematikos studijos — ne veltui 
tiek daug laiko skiriama algebrai vidurinėje mokykloje. 

Padėti įžvelgti šiek tiek toliau už to akiračio, kurį sudaro matematikos 
mokymasis vidurinėje mokykloje, padėti įžengti į šiuolaikinės algebros 
„prieškambarį“, nugirsti ir suprasti kai ką iš to, kas kalbama „kitapus du- 
rų“, — toks šios knygelės tikslas. Joje, remiantis vidurinėje mokykloje 
įgyjamomis matematikos žiniomis, kiek galima paprasčiau supažindinama 
su pagrindinėmis algebros sąvokomis: algebrine operacija, algebrinėmis 
struktūromis (grupe, žiedu, lauku, vektorine erdve). Skaitytojas įsitikins, 
kad jis jau yra nagrinėjęs vidurinėje mokykloje konkrečias algebrines ope- 
racijas, susidūręs su konkrečiomis algebrinėmis struktūromis. 

Autorius iš savo darbo patirties žino, kad ir dalis studentų sunkiai įsten- 
gia suvokti sąvokas ir jomis operuoti. Todėl jis tikisi, kad knygelė daugiau 
ar mažiau padės tiems, kas mano pasirinkti arba jau pasirinko matematikos 
studijas. 


PIRMAS SKYRIUS. ALGEBRINĖS OPERACIJOS 


1.1. Aritmetinis veiksmas — kas jis? 


Keistokas tai klausimas — pagalvos ne vienas skaitytojas. Visi juk ži- 
nome keturis aritmetinius veiksmus: sudėtį, atimti, daugybą, dalybą, 
mokame juos atlikti. Tad kam dar klausti, kas yra aritmetinis veiksmas? 

Tačiau nebūkime ambicingi, pamąstykime ir pabandykime išskirti 
bendruosius aritmetinių veiksmų bruožus. Jais remdamiesi, toliau galėsime 
pereiti prie algebrinių veiksmų, о dar toliau — prie bendros ir labai svarbios 
algebrinės operacijos sąvokos, 

Pradėkime nuo skaičių sudėties, kurią išmokstame pirmiausia. Reikia 
skirti natūrinių, sveikųjų, racionalių jų, realiųjų skaičių ir pagaliau komplek- 
sinių skaičių sudėtį. Taigi jau kalbėdami apie skaičių sudėtį, turime žinoti, 
kokius skaičius sudedame, t. y. kokioje aibėje atliekame veiksmą. Pirmiau- 
sia išmokome sudėti natūrinius skaičius, t. у. susipažinome su sudėtimi 
natūrinių skaičių aibėje N. Sudėję bet kokius du natūrinius skaičius т ir 
п, randame trečią taip pat natūrinį skaičių m+- n, vadinamą jų suma, kitaip 
sakant, natūrinių skaičių dvejetui т ir п priskiriame jų sumą: 

(m, п) ——m+"n. 

Pavyzdžiui, (2, 5)-*-7, (381, 43) —— 424, nes 2+5=7, 381+ 
+43 = 424. 

Galime sakyti, kad natūrinių skaičių sudėtis yra taisyklė (atvaizdis, 
funkcija), žymima +, pagal kurią kiekvienai natūrinių skaičių m ir 2 po- 
rai priskiriamas trečias natūrinis skaičius m+n, vadinamas jų suma. Kitaip 
sakant, natūrinių skaičių sudėtis yra dviejų natūrinių argumentų funkcija +, 
kurios reikšmės yra natūriniai skaičiai: 


+ (т, n)=m+n; 


jos apibrėžimo sritis yra aibė Nx №, о reikšmių sritis 一 aibė М. Pavyz- 
džiui, galime rašyti +(31, 43)=74, +(281, 35)=316. 

Čia tik išryškinome tą faktą, kad natūrinių skaičių sudėtis yra funkcija. 
Ją pažymėjome + (palyginkite žymėjimą + (m, п) su f(x, у), ir bus aiškų, 
kad tai paranku). 


1) Ženklų Мх N žymime aibę, kurios elementai yra natūrinių skaičių sutvarkyti 
dvejetai, ty. Nx № $(m, п) | m, пЕМ}. Analogiškai aibę, kurios elementai — racionalių- 
jų skaičių sutvarkyti dvejetai, žymėsime Ох О ir t.t. 
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Prisiminę racionaliųjų skaičių sudėtį, įsitikinsime, kad ji taip pat yra 
funkcija (atvaizdis), kiekvienai racionaliųjų skaičių а ir b porai priskirianti 
racionalųjį skaičių a+b, t. y. 

(а, b) -+—a+b, arba+(a, 5) =а+6. 
а 13 3 8 J- z 
Pavyzdžiui, +(2, 3)=т, (- 5, я )= — 105 іг рар. 

Racionalių jų skaičių sudėtis yra dviejų racionalių jų kintamų jų funkcija +, 
kurios reikšmės yra racionalieji skaičiai. Jos apibrėžimo sritis yra aibė O x 
x О, о reikšmių sritis yra aibė О. 

Panagrinėkime šiuo požiūriu sveikųjų skaičių atimtį. Sveikąjį skaičių 
atėmę iš sveikojo, visada gauname sveikąjį skaičių: (a, b)——a-b, 
arba —(a, b)=a—b ir (b, а) ——b-a, arba —(b, a)=b-a. Vadinasi, 
sveikųjų skaičių atimtis yra dviejų argumentų funkcija (atvaizdis), kuri 
sveikųjų skaičių а ir b sutvarkytai porai priskiria sveiką jį skaičių a—b. Jos 
apibrėžimo sritis yra aibė Z x Z, о reikšmių sritis — aibė Z, t. y. 

Z x Z—— Z. 


Atkreipkime dėmesį į štai ką: jeigu visada +(a, b)= +(b, a), nes 
a+b=b+a, imant kiekvieną sveikųjų skaičių а іг b porą, tai skaičiai 
— (а, b) и —(b, a) ne visada bus lygūs. Pavyzdžiui, —(31, 64) = —33, 
— (64, 31)=33, taigi — (31, 64) + —(64, 31). 

Panašiai išnagrinėję dar ir daugybą racionaliųjų skaičių aibėje, prieisi- 
me išvadą, kad aritmetinis veiksmas (sudėtis, atimtis, daugyba) racionalių jų 
skaičių aibėje yra dviejų racionalių ји argumentų funkcija ж, kurios reikšmės 
yra racionalieji skaičiai 

* (a, b)=axb, arba Ox O0-—*-0. 
Čia ж reiškia vieną iš trijų ženklų +, —,-. 

Su dalyba yra šiek tiek sudėtingiau. Kadangi, kaip žinome, negalima 
dalyti iš nulio, tai iš racionaliųjų skaičių aibės О išmeskime 0; gautoje aibėje, 
kurią priimta žymėti О\{0}, dalyba bus funkcija : . Vadinasi, : (a, Б) = 
=alb, kai a#0 и 6-20, arba 


(0\03) х (003) 01005; 


Tikriausiai, jau supratote, kad (О\{0}) x (QM0)) reiškia aibę, kurios ele- 
mentai yra nelygių nuliui racionaliųjų skaičių sutvarkytos poros. 

Apibendrindami galime pasakyti štai ką: 

1. Aritmetinis veiksmas yra dviejų argumentų funkcija skaičių aibėje, 
ir jos reikšmės yra tos pačios aibės skaičiai. 

2. Negalima kalbėti apie aritmetinį veiksmą (sudėtį, atimtį, daugybą, 
dalybą) apskritai: visada reikia nurodyti arba turėti omenyje, kokioje ai- 
bėje tas veiksmas atliekamas, t. y. apibrėžtas. 

3. Tas pats pavadinimas gali reikšti skirtingus veiksmus (pavyzdžiui, 
sveikųjų skaičių sudėtį, racionaliųjų skaičių sudėtį ir pan.). 
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1.2. Kur galima atlikti veiksmą? 


Jeigu kokia nors funkcija f yra apibrėžta aibėje X, o X, yra aibės X 
poaibis, tai, remiantis dedukcija, funkcija f yra apibrėžta ir aibėje X,. 
Pavyzdžiui, žinome, kad funkcija „sin“ yra apibrėžta visų realiųjų skaičių 
x aibėje, taigi ji apibrėžta ir intervale [0; z/2]. Funkcija х -一 xl2 api- 
brėžta visoje aibėje [0; + co [, taigi ji apibrėžta ir aibėje [3; 5]. Tą galime 
pasakyti ir apie aritmetinius veiksmus. Pavyzdžiui, turime sudėtį raciona- 
liųjų skaičių aibėje (Q, +); kadangi 1/л pavidalo skaičiai yra racionalieji, 
kai neZ, n*0, tai, aiškų, galime sudėti tokius skaičius: 

| | m+n 
E 


În’? m nm 


| 
Aibė O, = 全 | neZ, 0}, aišku, lyra aibės O poaibis, todėl sudėtis 
(funkcija +) apibrėžta ir šioje aibėje. Tačiau poras ljn ir l/m atitinkan- 
tys skaičiai +(1/n, l/m) ne visada priklausys aibei О,, todėl funkcija + 
jau nebus veiksmas aibėje Q. 

Pavyzdžiui, +(1/2, 1/3)=5/6é# @,. Šiuo atveju sakome, kad aibė О, 
nėra uždara (neuždara) sudėties atžvilgiu. 

Tačiau yra ir tokių aibės О poaibių, kuriuose galima atlikti sudėtį. 
Pavyzdžiui, pažymėkime О, aibę, kurios elementai yra šitokio pavidalo 
trupmenos: m/2"; čia n — natūrinis skaičius arba nulis, т 一 sveikasis 
skaičius ir m nedalus iš 2, kai n> 0. Sudėję bet kuriuos du šios aibės skai- 
čius k/2! ir t/2 ir suprastinę, gausime skaičių, kuris bus tokio pat pavidalo: 
т[2” (čia п — taip pat natūrinis skaičius arba nulis, о m 一 sveikasis skal- 
čius, nedalus iš 2, kai n> 0). Kadangi gautasis skaičius priklauso racionalių- 
jų skaičių aibės poaibiui 0», tai jame galima atlikti sudėtį. Sakoma, kad ai- 
bė Q, yra uždara sudėties atžvilgiu. 

Jeigu funkcija * yra veiksmas skaičių aibėje A, о aibė B yra toks aibės 
A poaibis, kad funkcija + yra veiksmas ir tame poaibyje, t. у. 


Вх В—*-В, 


tai sakoma, kad aibė B yra uždara veiksmo * atžvilgiu. 
Yra daug įvairių skaičių aibių, uždarų vieno ar kito veiksmo arba ke- 
lių veiksmų atžvilgiu. Susipažinkime su kai kuriomis iš jų. 
1. Sakykime, +, —, - reiškia sveikųjų skaičių sudėtį, atimtį ir daugy- 
bą. Sveikųjų skaičių aibės poaibis 
Z„=(mklkeZ), meN, 
yra uždaras sudėties, atimties ir daugybos atžvilgiu, t. y. jame galima at- 
likti šiuos veiksmus. 
Imkime bet kuriuos du skaičius mk; ir mk; iš бы: 
mk,-+mk,=m (k, +k,)=mkeZ;,, nes čia k=k,+-k,eZ, 
mk, -mk,=m(k,-k,)=mleZ,, пез čia I=k,—-k;eZ, 


(mk): (mk;)=m (k,mk,)=mt e Z,, пез čia г=К,тК»„є Z; vadinasi, 
teiginys teisingas. 

2. Nelyginių natūrinių skaičių aibė nėra uždara natūrinių skaičių sudė- 
ties atžvilgiu, bet uždara natūrinių skaičių daugybos atžvilgiu. 

Kad tuo įsitikintume, imkime du nelyginius skaičius m= 2k +-1 и n= 
=2/+1. Kadangi m+n=2(k+/)4+2=2(k<+/4+1) — lyginis skaičius, о 
mn=(2k+1)(2!+1)=2(2k!+k4+/)+1 — nelyginis, tai teiginys teisingas. 

3. Imkime šitokio pavidalo skaičius: а", m eZ; čia a>0 — fiksuotas 
racionalusis skaičius. Jų aibė žymima 


(аа={а"|тє27} 
ir yra uždara racionaliųjų skaičių daugybos bei dalybos atžvilgiu. 
Kad tuo įsitikintume, imkime du skaičius Б= а", c=a", m, ne Z, iš 
šios aibės. Jų sandauga 
bc =a" а" = а"+"= а"; 
(čia k=m4+neZ) priklauso aibei (а). Jų santykis 
ble =а"-"= а, k=m-neZ, 


taip pat priklauso aibei (а). 

4. Kiekvienas baigtinis natūrinių skaičių aibės poaibis, turintis bent 
vieną skaičių, nėra uždaras natūrinių skaičių sudėties atžvilgiu. Tarkime, 
kad M yra natūrinių skaičių aibės N baigtinis poaibis ir т 一 didžiausias 
šio poaibio skaičius. Tada т+п=2т jau nepriklausys aibei M. 

Siūlome skaitytojui pačiam įsitikinti, kad kiekvienas baigtinis natūri- 
nių skaičių aibės poaibis, turintis bent vieną nelygų 1 skaičių, nėra uždaras 
natūrinių skaičių daugybos atžvilgiu. 

5. Aibė (13 uždara natūrinių skaičių daugybos atžvilgiu. Aibė (0) už- 
dara sveikųjų skaičių sudėties, atimties ir daugybos atžvilgiu. 

Aibė {—1, 1} uždara sveikųjų skaičių daugybos atžvilgiu ir neuždara 
sveikųjų skaičių sudėties atžvilgiu. Aibė { — 1, 0, 1} uždara sveikųjų skaičių 
daugybos atžvilgiu ir neuždara sveikųjų skaičių sudėties atžvilgiu. 

Pirmųjų trijų teiginių teisingumu įsitikinkite patys. Kad įsitikintume 
ketvirtojo teiginio teisingumu, sudarykime daugybos ir sudėties lenteles: 


| -: 0 1 + —1 | 
— Į 1 JE — Į -2| -1 | © 
о °| о о ора] ofi 
ШЕНЕ 1 J ТЕ 


Оправа s “k£ 


Kairiojoje lentelėje matome, kad visų aibės (— 1, 0, 1) skaičių porų 
sandaugos priklauso šiai aibei. Dešiniojoje lentelėje matome, kad (—1)+ 
+(—1)=-24(- 1,0, 1}, taigi ne visų šios aibės elementų porų sumos jai 
priklauso. Vadinasi, dauginti šioje aibėje galime, о sudėti — ne visada. 

Visa, kas buvo aiškinta šiame skyrelyje, galime glaustai pasakyti ši- 
taip: 

1) jeigu skaičių aibėje yra apibrėžtas veiksmas, tai jį galima atlikti ne 
kiekviename tos aibės poaibyje; 

2) jeigu ne su kiekviena poaibio skaičių pora atlikto veiksmo rezulta- 
tas priklauso tam poaibiui, tai toks poaibis nėra uždaras veiksmo atžvilgiu ; 

3) jeigu, atlikus veiksmą su kiekviena poaibio skaičių pora, rezultatas 
priklauso tam poaibiui, tai toks poaibis yra uždaras veiksmo atžvilgiu; 

4) yra poaibių, ir uždarų, ir neuždarą įvairių veiksmų atžvilgiu, 


1.3. Algebriniai veiksmai 


Mokantis matematiką ;iir naudojantis ja gyvenime, tenka atlikinėti 
veiksmus ne tik su skaičiais, bet ir su įvairiais reiškiniais, į kuriuos, be skai- 
čių, įeina kitokie Iženklai (raidės), reiškiantys skaičius arba kokius nors 
kitus objektus. Pavyzdžiui, algebroje tenka sudėti, atimti, dauginti ir da- 
lyti algebrinius vienanarius, daugianarius, algebrines trupmenas, juos 
kelti laipsniu, logaritmuoti ir kt. Veiksmus su algebriniais reiškiniais va- 
diname algebriniais veiksmais. Jų apibrėžimai ir savybės analogiškos skai- 
čių veiksmų apibrėžimams ir savybėms, 

Kadangi algebroje raidės gali reikšti ne tik skaičius, bet ir įvairius algeb- 
rinius reiškinius (vienanarius, daugianarius, trupmenas, kartais vektorius, 
funkcijas ir pan.), tai algebriniai veiksmai jau atliekami platesnėse aibėse 
negu aritmetiniai. Tačiau vieni ir kiti turi ir bendrų bruožų. Panagrinėki- 
me, pavyzdžiui, algebrinių trupmenų daugybą. 

Sakykime, kad Т = {ajb |a, b e A) yra aibė reiškinių a/b, t.y. aibė 
algebrinių trupmenų, turinčių prasmę. Aibę A galime imti, pavyzdžiui, 
A = ] 0; + eo [; joje turi būti apibrėžta daugyba, t.y. funkcija, kuri kiek- 
vienai aibės A elementų porai x ir y priskiria aibės A elementą, žymimą 
xy ir vadinamą jų sandauga. Naudojantis pirmojo skyrelio Žymėjimais, 
tai reikštų: 

` (x, у) = ху, arba (x, у) —xy. 


Tada trupmenu daugyba, kaip žinome, apibrėžiama šitaip: 


(5 5)= = 
b' d} b d` bd° 


Vadinasi, kai a, b, с, d € А, ac € А, bd € А, tai aclbd Е T; todėl ši taisyklė 
apibrėžia aibėje T x T funkciją, kurios reikšmės yra taip pat aibėje T, t.y. 


T x 了 一 -一 了 ， 


(ča Tx T — aibės T elementų sutvarkytų porų aibė). 

Panagrinėkime teigiamo skaičiaus kėlimą teigiamu laipsniu. Šis veiks- 
mas teigiamų realiųjų skaičių porai x, y priskiria teigiamą realųjį skaičių 
x", taigi vėl turime dviejų teigiamų realiųjų skaičių funkciją, kurios 
reikšmės — taip pat teigiami realieji skaičiai. 

Algebroje dažniausiai nėra svarbu, kokius objektus reiškia raidės, — 
svarbu tik, kokius veiksmus su tomis raidėmis galima atlikti ir kokios tų 
veiksmų savybės. Kad tuo įsitikintume, panagrinėkime paprastą lygtį 
ax = b. Ją spręsdami, visai negalvojame, ką gi (skaičius, vienanarius ar 
daugianarius, algebrines trupmenas ar kt.) reiškia raidės a ir b : svarbu tik 
žinoti, kad toje aibėje, kuriai šios raidės priklauso, galima atlikti dalybą. 
Tada gauname 


х= Ба. 


Išsprendę lygtį x sin x = 13, Каі О<х<х, gauname х = s š ‚ O 18ѕргеп- 


de lygt; x lg b = tg c, Ка Б>1и —т/2<с<т/2, gauname х= ти š 

Kaip matome, algebrinius veiksmus galime taikyti kur kas plačiau 
negu aritmetinius. Mes tarsi perkeliame veiksmus į naujas aibes, tokias, 
kurių elementai jau yra ne skaičiai, o kitokios prigimties objektai (pavyz- 
džiui, nagrinėtose lygtyse sin ж ir Ig b buvo funkcijos). 

Štai, geometrijoje nagrinėjamų plokštumos poslinkių kompozicija 
yra taip pat algebrinis veiksmas. Iš tikro, pažymėkime raide F visų plokš- 
tumos poslinkių aibę. Jeigu a ir b — plokštumos poslinkiai, tai ae F ir be F. 
Žinome, kad nuosekliai atliktų poslinkių a ir b rezultatas yra plokštumos 
poslinkis. Pažymėkime jį с = ab ir pavadinkime poslinkių а ir b kom- 
pozicija. Šitaip apibrėžiame funkciją 


F x Е-—- Е 


(čia Ех Е — plokštumos poslinkių sutvarkytų porų aibė). Panagrinėkime 
poslinkių aibės F poaibį, kurio elementai — posūkiai apie pasirinktą taš- 
ką O priešinga laikrodžio rodyklės sukimuisi kryptimi: R,= (R,, R,, R, 
R}; čia R, — posūkis kampu, kurio didumas lygus 0, Rı— 5 „R,-2- 


T 


бз, Ку—3. 5 . Šių posūkių kompozicijų rezultatai pateikti lentelėje: 
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GOOG 

м хх 
E ш ы ж |. КЕ R, | R, | Ro 
| 

К, К, x R, вов] К, | К, 
К, | В, | R, лра А л К, 


Kompozicijas randame, samprotaudami šitaip. Jeigu, pavyzdžiui, раѕик- 
sime plokštumą priešinga laikrodžio rodyklės sukimuisi kryptimi apie 


tašką O kampu 3- 5 ‚ оро to dar ta pačia kryptimi kampu 2 5 „ tai 


rezultatas bus posūkis kampu, kurio didumas 5+ =m: vadinasi, 


posūkis №. · R,= R,. Todėl eilutės, pažymėtos raide К., ir stulpelio, pa- 
žymėto raide R,, sankirtoje rašome „R,. Panašiai užpildome visus len- 
telės langelius. 
Kaip rodo lentelė, aibė R, yra uždara atžvilgiu veiksmo ·, reiškiančio 
posūkių kompoziciją. 
Imkime dar vieną pavyzdį. Pažymėkime 
V=NxN=((a, Б) |а, БЕМ}. 
Apibrėžkime veiksmą + šitokiu būdu: jeigu «=(а, b), В=(с, d), tai 
(х, В) —ax+B=(a+c, 6+4). 
Šis veiksmas irgi yra dviejų kintamųjų Įfunkcija, įgyjanti reikšmes iš 
aibės V 
Их VŽ ЏИ, 
Čia Их V yra natūrinių skaičių sutvarkytų dvejetų sutvarkytų porų 
aibė; jos elementai yra 


(z, В) = ((а, b), (с, d)), а, b, с, de N. 


Pastarasis veiksmas vadinamas dvimačių vektorių-eilučių su natūrinėmis 
komponentėmis sudėtimi. Jis gana plačiai išnagrinėtas A. Matuliausko 
knygelėje „Vektoriai ir matricos“ (V.: Mokslas, 1980). 
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1.4. Algebrinės operacijos ir jų reiškimo būdai 


Kaip jau matėme, yra visokių veiksmų: skaičių, algebrinių reiškinių, 
funkcijų, vektorių veiksmų ir kt. Visiems jiems bendra tai, kad jie yra 
dviejų argumentų funkcijos, apibrėžtos duotoje aibėje ir įgyjančios reikš- 
mes iš tos pačios aibės. Veiksmų savybės yra atitinkamų funkcijų savybės. 
Algebroje tokios funkcijos vadinamos algebrinėmis vidinėmis binarėmis 
operacijomis (sutrumpintai — algebrinėmis operacijomis). Sisteminamos 
galimos jų savybės, po to aibės su apibrėžtomis jose algebrinėmis binarė- 
mis operacijomis (veiksmais) klasifikuojamos pagal operacijų skaičių ir 
jų savybes. 


Algebrine operacija — vidine binare operacija — aibėje A vadinama 
dviejų argumentų funkcija, apibrėžta aibėje A ir įgyjanti reikšmes iš aibės 
A. 


Abstrakčią algebrinę operaciją dažniausiai žymėsime ženklu + arba ©, 
o kai reikės, vartosime konkrečių algebrinių operacijų ženklus: +, —, 
-, tir kt. 
Naudojant sutartą ženklą, galima šitaip užrašyti algebrinės орегаси- 
jos apibrėžimą: 
algebrine operacija aibėje A vadiname funkciją 
Ax A-*-A. 


Čia, kaip ir visur, 4х A= {(a, b) | a, be A) — aibės A elementų su- 
tvarkytų porų aibė. Ji vadinama aibės A Dekarto sandauga iš A, pager- 
biant žymų prancūzų matematiką ir filosofą К. Dekartą (Descartes, 1596 — 
1650). | 

Aišku, kad aibėje A galima apibrėžti ne vieną algebrinę operaciją. 
Skirtingų operacijų aibėje A skaičius lygus aibės A x A atvaizdžių aibėje 
A skaičiui. Šį skaičių nesunku rasti, pasinaudojant kombinatorika. Saky- 
kime, aibė A turi л elementų, t.y. 


А={а,, ао, “+ еу а, }. 
Tada aibė 
АхА={ (а, apli=1, ..., п; j=l, ..., л} 


turi л? elementų (aibės A elementų porų). Apibrėždami aibės A х A atvaiz- 
di aibėje A, turime kiekvienai porai (a,,la ) priskirti vieną aibės A elemen- 
tą iš n galimų. Taigi vieną рога (ах, a;) galima atvaizduoti п skirtingų bū- 
du. Kadangi yra n? skirtingų porų, tai pagal kombinatorinę daugybos tai- 
syklę gauname iš viso n” skirtingų aibės A x A atvaizdžių aibėje A. 


11 


Pavyzdžiui, aibėje (a, b} galime apibrėžti 2*= 16 skirtingų operacijų. 
Štai kelios iš jų: 


1. (а, а) а, (а, b) а, (b, а) —a, (b, Б) — b. 
2. (a, а) — b, (а, Б) >а, (b, a) > a, (b, b) >а. 
3. (a, а) >а, (a, b) а, (b, а) >— b, (b, b) — b. 
4. „+*:а+а=а, a+b=b, b+a=b, b+b=a. 


Sia operacija galime išreikšti lentele: 


+ | a x b 
| 

a | a | b 

b b a 


5. „+“ а:а=а, a-b=a, b-a=a, b-b=b. 


Šią „daugybą“ galime užrašyti lentele 


| | 
a a | G 
b | а | b 


Skaitytojui siūlau paimti 4=0, = 1 ir įsitikinti, kuo tada virsta ši ope- 
racija. 

Skaičius п” labai sparčiai didėja, didėjant aibės А elementų skaičiui 
п. Pavyzdžiui, aibėje iš trijų elementų jau galima apibrėžti net 3° = 19683 
skirtingas algebrines operacijas. Begalinėje aibėje, be abejo, galima apib- 
rėžti be galo daug skirtingų algebrinių operacijų. 

Matematikus domina ne visos galimos algebrinės operacijos, o tik 
tokios, kurios turi tam tikrų „naudingų“ savybių. Apie jas kalbėsime vė- 
liau, o dabar išsiaiškinkime, kaip galima apibrėžti algebrinę operaciją 
baigtinėje aibėje lentele. 

Yra įvairių būdų algebrinėms operacijoms išreikšti. Algebrinė opera- 
cija yra funkcija, o funkciją aibėje A x A galima apibrėžti, nurodant kiek- 
vieno šios aibės elemento (a, b)eA x A vaizdą. Tokių dvejetų skaičius yra 
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baigtinis, todėl galima sudaryti jų vaizdų lentelę šitokiu būdu: eilutes 
pažymime dvejeto (a, b) pirmąja raide a, o stulpelius — antrąja raide Р 
ir atitinkamuose langeliuose įrašome operacijos rezultatus ажр. Gauname: 


b 


| ių 
Ке 
вие 


Jeigu aibė A turi л elementų, tai lentelėje bus л? langelių, kuriuose bus 
surašytos visos funkcijos „+“ reikšmės. 


Pavyzdžiui, lentelė 


+ lejeje Go | а | as 
а» аз aaja a а, а [а а 


apibrėžia „sudėtį“ aibėje А = (ap, ал, as). Matome, Кай а, +а, =a, а,+ 
+а, = а, ir t.t. Su šia lentele galima ne tik „sudėti“, bet ir „atimti“, t.y. 
išspręsti lygtį 14-x=b, kai air b yra aibės A elementai. Pavyzdžiui, išspręs- 
kime lygtį а, +х=а,. Randame lentelėje a, eilutę ir joje randame raidę 
a,. Raidė a, уга a, stulpelyje, taigi a, +a, =а,. Vadinasi, x=a, yra lygties 
sprendinys. Analogiškai randame lygties x+a, =a sprendinį x= a4. 
Įvestoji algebrinės binarės operacijos aibėje A sąvoka suteikia didžiu- 
lę veikimo laisvę. Jau „dauginome“ plokštumos poslinkius, „sudėjome“ 
skaičių poras. Dar susipažinkime su taškų „daugyba“. Imkime vienetinį 
apskritimą, kurio centras yra koordinačių pradžia, ir pažymėkime raide 
V „aibę iš п jo taškų, kurių koordinatės уга 
(cos = S ; [ип m), k=0, 1, ..., n—1 (čia n — natūrinis skaičius). 
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Taigi 


V. =! cos —— sin 22) 


| k=0, їо п-11. 


Nesunku suvokti, kad šie taškai yra viršūnės taisyklingojo п-катріо, 
įbrėžto į apskritimą, kurio centras yra taškas (0, 0), o spindulys lygus vie- 
пени. Pavyzdžiui, kai n=4, turėsime aibę И, = {(1;0), (0; 1), (-1;0), 
(0; —1)), atvaizduotą 1 paveiksle. 


1 pav. 


Aibėje V, galime apibrėžti „daugybą“ šitaip: 
cos “=”; i r) (cos 27, sin == (cos SU E 
\ п n 


Šia taisykle tikrai apibrėžėme algebrinę operaciją aibėje V,, nes, kai 
k +I<n, pažymėję k+ I= t, gauname „sandaugą“ 


; sin 


G 


\ 


21 . 2r 
(cos =i sin =), 0 <t£<n. 


O tuo atveju, kai k+ [2 n, pažymėję t=k+I—n (nes k+I<2n), turėsime 
{<п ir 


соз 2(k+I) т Р (Hetim) cos 217 l 
n \ n n 
О Е as, E, 
n \ n / n 
2t T . 2tm 2 2 : 
„Sandauga“ vėl bus pavidalo (cos — 一 一 ; sin ==), O<t<n, taigi pri- 


klausys aibei V,. 

Šiuo būdu apibrėžėme taškų „daugybą“ ne vienoje, о be galo dauge- 
lyje aibių, пез л gali būti bet koks natūrinis skaičius. Kai n=4 (aibė V), 
šią „daugybą“ galima išreikšti lentele 
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| (1; 0) | (0; 1) | (—1; 0) | (0; —1) 


(1; 0) (1; 0) (0; 1) | (一 1 0) x (0; —1) 


(0; 1) (0; 1) | (一 1; 0) | (0; —1) x (1; 0) 


(—1; 0) | (—1; 0) | (0; —1) 


(1; 0) | (0; 1) 


(0; —1 |; (0; —1) 


(1; 0) | (0; 1) | (—1; 0) 


Norėdami įsitikinti, kad ši „daugybos“ lentelė teisinga, galime „sudau- 
ginti“ visus taškų dvejetus, vadovaudamiesi apibrėžimu. Pavyzdžiui, 


(0; —1):(— 1; 0) = [cos чы Sin EE) (eos F; sin 7)- 


4 


] с. 
= (cos ==: sin ==) =; 1). 

Konkreti algebrinė operacija konkrečioje aibėje neretai apibrėžiama 
žodžiais: nurodoma, kaip rasti operacijos rezultatą, kai Žinoma aibės 
elementų pora. Žodinį apibrėžimą gali pakeisti viena arba kelios formulės. 
Pavyzdžiui, racionaliųjų skaičių aibėje О sudėtis apibrėžiama formule 


a с ad 十 pc 
b Та Ба 


Jeigu jau žinoma natūrinių skaičių sudėtis bei atimtis ir skaičiaus modu- 
lio (absoliutinio didumo) sąvoka, sudėtį sveikųjų skaičių aibėje Z galima 
apibrėžti šitokiu formulių sąrašu: 

m+n — apibrėžta, kai m ir n natūriniai, 

т-+0 = 0+т = m, kai т — bet kuris sveikasis skaičius, 

m+n=n+m=n- |m), kai п — natūrinis, о m 一 sveikasis neigia- 
mas skaičius ir |m|<n, 

m+n = п+т = —(|m| — п), kai п — natūrinis, о m 一 sveikasis 
neigiamas skaičius ir |m| > n, 

m+n = п+т = 0, kain 一 natūrinis, о т — sveikasis neigiamas skai- 
čius ir |m|=n, 

m+n = n+m = —(|m|+|n|), kai m ir n — neigiami sveikieji skaičiai. 

Pastarasis apibrėžimas, kaip matome, gana sudėtingas, nors ir paimtas iš 
mokyklinio vadovėlio. Dar sudėtingesnė natūrinių skaičių sudėties taisyk- 
lė — ji susidės 15 vienaženklių skaičių sudėties lentelės ir nurodymo (al- 
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goritmo, taisyklės), kaip sudėti daugiaženklius skaičius (čia kalbame apie 
sudėties stulpeliu algoritmą, о ne apie teorinėje amitmetikoje duodamą 
natūrinių skaičių sudėties apibrėžimą). 

Realiųjų skaičių veiksmai taip pat yra algebrinės operacijos realiųjų 
skaičių aibėje (dalyba — algebrinė operacija realiųjų skaičių aibėje be 
nulio). Jie apibrėžiami dar žymiai sudėtingiau, ir vidurinėje mokykloje 
tam skiriama daug laiko. Kad būtų suprantami tie apibrėžimai, reikia 21- 
noti realiųjų skaičių aproksimaciją racionaliaisiais skaičiais (baigtinėmis 
dešimtainėmis trupmenomis) ir daugelį kitų dalykų. 

Šioje knygelėje konkrečias algebrines operacijas, su kuriomis netenka. 
susidurti vidurinėje mokykloje, paprastai apibrėšime lentele arba taisyk- 
le (sakiniu, formule). 


1.5. Algebroje nagrinėjamų binarių operacijų savybės 


Jau minėjome, kad iš daugybės galimų kiekvienoje aibėje skirtingų 
algebrinių operacijų matematikus domina tik tos, kurios turi tam tikrų 
savybių. Tačiau kokios gi algebrinių operacijų savybės yra „vertingos“? 

Seniausios ir pirmiausia mūsų išmoktos algebrinės operacijos — veiks- 
mai skaičių aibėse, t.y. aritmetiniai veiksmai. Prisiminkime jų savybes, 
pradėję nuo sveikųjų skaičių sudėties ir daugybos: 

1. Kiekvienam sveikųjų skaičių trejetui а, b, с teisingos lygybės (a + b) + 
+c = а+(Ь+с) ir (аБ)с=а(Бс). Tai — sudėties ir daugybos asociatyvu- 
то savybės. 

2. Kiekvienai sveikųjų skaičių porai а ir b teisingos lygybės a+b=b+a 
ir ab = ba. Tai — sudėties ir daugybos komutatyvumo savybės. 

3. Kiekvienai sveikųjų skaičių porai a, b galima rasti, bet tiktai vieną 
tokį sveikąjį skaičių x, kad būtų teisinga lygybė x+a = a+x = b. 

4. Su kiekvienu sveikuoju skaičiumi a teisingos lygybės О+а=а-+0=а, 
1.а=а:1 = а. 

5. Su kiekvienu sveikųjų skaičių trejetu а, b, c teisinga lygybė (a + b)c= 
ac 十 bc. Ši savybė vadinama daugybos distributyvumu sudėties atžvilgiu. 

Visas šias savybes vadinsime „geromis“ („naudingomis“), nes jos mums 
yra įprastos ir atrodo natūralios. 

Sveikųjų skaičių atimtis jau neturi 1—4 savybių. Pavyzdžiui, imkime 
skaičius — 3, 18 ir — 24: ((-3) — 18) —(-24)=3, —3—(18—(—24))= 
= — 45. Kadangi 3# —45, tai lygybė (a—b)—c=a—(b-—c) yra teisinga 
ne visiems sveikųjų skaičių trejetams а, b, с, vadinasi, sveikųjų skaičių 
atimtis asociatyvumo savybės neturi. Neturi ji ir komutatyvumo savybės, 
nes, pavyzdžiui, 5—8 Æ 8—5. Lygtys a—x = b ir у-а = b turi skirtingus 
sprendinius x = a—b, y = a+b. Tačiau, kaip žinome, kiekvienam svei- 
kuju skaičių trejetui a, b, c teisinga lygybė (a—b)c = ac—bc, taigi daugy- 
ba yra distributyvi ir atimties atžvilgiu. 
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Kaip matome, ne visi skaičių veiksmai turi vienodas savybes. Sufor- 
muluosime algebrinių operacijų savybes, analogiškas aptartosioms 1—5 
savybėms. 

Sakykime, aibėje 4 apibrėžta algebrinė operacija «x. 


Komutatyvumas. Jeigu kiekvienai aibės A elementų porai a, b teisinga 
lygybė a+b = b+a, tai algebrinė operacija * vadinama komutatyvia. 

Jeigu bent vienai aibės 4 elementų porai а, b axb > bxa, tai algebrinė 
operacija + vadinama nekomutatyvia. 


Pavyzdžiui, sveikųjų, racionaliųjų ir realiųjų skaičių atimtis — neko- 
mutatyvios operacijos. Nelygių nuliui racionaliųjų ir realiųjų skaičių 
dalyba taip pat nekomutatyvios. Sveikųjų skaičių sudėtis ir daugyba — 
komutatyvios operacijos. 

1.4 Skyrelyje apibrėžta aibėje V, taškų „daugyba“ — komutatyvi 
algebrinė operacija; ten pat apibrėžta aibėje {а,, ау, а} operacija + taip 
pat komutatyvi. Aibėje fa, b} apibrėžtoji operacija (a, а)>а, (а, b)—a, 
(b, a)—>b, (b,b)—>b jau nėra komutatyvi, nes ji porai (a, b) priskiria elemen- 
tą a, о porai (b, a) — elementą b. 


Asociatyvumas. Jeigu kiekvienam aibės А elementų trejetui а, b, с tei- 
singa lygybė (а*Б)*с = a+(bxc), tai operacija + vadinama asociatyvia. 


Jeigu bent vienam aibės A elementų trejetui a, b, с (а*б)жс == ax(bxc), 
tai operacija = vadinama neasociatyvia. 

Pavyzdžiui, nenulinių racionaliųjų skaičių dalyba neasociatyvi, nes 
(5:3) :4= 5/12, о 5 :(3 :4) = 20/3. Sveikųjų skaičių atimtis, kaip įsitikinome 
anksčiau, taip pat neasociatyvi. Teigiamo realiojo skaičiaus kėlimas tei- 
giamu laipsniu taip pat neasociatyvi algebrinė operacija, nes, pavyzdžiui, 


(22) = 28 £ 20% — 28, 


Natūrinių, sveikųjų, racionaliųjų ir realiųjų skaičių sudėtis ir daugyba 
yra asociatyvios operacijos. 


Neutralusis operacijos elementas. Jeigu aibėje A yra toks elementas e, 
kad lygybės e+a=a+2=a teisingos su kiekvienu aibės 4 elementu a, tai 
sakoma, kad operacija = turi neutralų jį elementą. Elementas е tada vadi- 
namas neutraliuoju operacijos elementu (arba aibės elementu, neutraliu 
tos operacijos atžvilgiu). 


Jeigu aibėje A yra toks elementas "e, kad lygybė 'еза = а teisinga su kiek- 
vienu aibės A elementu a, tai sakoma, kad operacija turi kairįjį neutralų- 


ji elementą. Tada elementas “e vadinamas kairiuoju neutraliuoju operaci- 
jos * elementu. 
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Jeigu aibėje A yra toks elementas е’, kad lygybė аже’ =a teisinga su kiek- 
vienu aibės A elementu a, tai sakoma, kad operacija * turi dešinįjį neutra- 
lųjį elementą. Tada elementas e“ vadinamas dešiniuoju neutraliuoju opera- 
cijos elementu. 


„"Pateiksime pavyzdžių: 

1. Sveikųjų skaičių sudėties neutralusis elementas yra skaičius 0, nes 
m+0=0+m, kai m — bet koks sveikasis skaičius. 

2. Realiųjų skaičių daugybos neutralusis elementas yra skaičius 1, 
nes al = l'a = a su kiekvienu realiuoju skaičiumi a. 

3. 1.4 skyrelyje apibrėžtos aibėje ía a, а,} „sudėties“ neutralusis 
elementas yra a, (tai matyti lentelėje). 

4. Tame pačiame skyrelyje apibrėžtos aibėje V, „daugybos“ neutralu- 
sis elementas yra taškas 

(cos — : sin =” )=(@; О). 


п 


5. Sveikųjų skaičių atimtis neturi neutraliojo elemento, bet turi deši- 
niji neutralųjį elementą, kuris lygus 0, nes т—0= m su kiekvienu sveikuo- 
ju skaičiumi m. 

6. Nenulinių racionaliųjų skaičių dalyba taip pat neturi neutraliojo 
elemento, bet turi dešinįjį neutralųjį elementą, kuris lygus 1, nes a:1 = a 
su kiekvienu racionaliuoju skaičiumi a. 

7. Skaičiaus т>1 kartotinių daugyba (žr. 1.2) neturi neutraliojo ele- 
mento, nes 1¢Z„. Ji neturi nei dešiniojo, nei kairiojo neutraliųjų elementų. 

Atkreipsime dėmesį, kad neutralusis operacijos elementas yra kartu 
ir kairysis, ir dešinysis neutralusis tos operacijos elementas. Vadinasi, 
jeigu egzistuoja kairysis ir dešinysis neutralieji operacijos elementai ir 
jie sutampa, tai egzistuoja neutralusis tos operacijos elementas. 

Jeigu algebrinė operacija > vadinama sudėtimi ir žymima ženklu +, 
tai jos neutralusis elementas (kai jis egzistuoja) vadinamas nuliniu elemen- 
tu (arba nuliu). 

Jeigu algebrinė operacija + vadinama daugyba ir žymima ženklu ·, 
tai jos neutralusis elementas (kai jis egzistuoja) vadinamas vienetiniu 
elementu (arba vienetu). 

Analogiškai vadinami ir kairysis bei dešinysis neutralieji elementai. 

Elementai, simetriški operacijos atžvilgiu. Tais atvejais, kai operacija 
x turi neutralųjį elementą еє4, galima įvesti aibės A elementui a simetriš- 
ko operacijos ж atžvilgiu elemento sąvoką. 


Jeigu aibės 4 elementai a ir а’ tenkina lygybes а’жа = axa’ = е, tai 
a' vadinamas elementui a simetrišku elementu. 


Pailiustruosime tai pavyzdžiais: 
8. Kiekvienas sveikasis skaičius turi simetrišką sudėties atžvilgiu ele- 
menta. Skaičiui m simetriškas elementas yra — m, nes т+(—т) = 0. 
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9. Sveikųjų skaičių aibėje tiktai — 1 ir 1 turi elementus, simetriškus dau- 
gybos atžvilgiu: būtent, (—1)’.= —1, nes (—1)-(—1) = 1, ir 1'= I, nes 
1-1=1. 

10. 1.4 skyrelyje apibrėžtos aibėje V, „daugybos“ atžvilgiu kiekvienas 
aibės V, elementas 


(cos 8, sin ==), 0 < k<n, 


turi simetriška elementa, kuris lygus 


(cos 2 (n— k) т ` sin 2 (п К) т |, 
п п 
nes' 
[ 2kr . =) [ 2(n—k)= ` . LA 
COS ; sln ——|+[cos ——; sin |= 
Hn n n n 
k+n— ; 一 
= (cos о =” ш sin AE EIT ) (cos 27; sin 2z)=(1; 0). 


Tais atvejais, kai operaciją ж vadiname sudėtimi ir žymime +, elemen- 
tui а simetrišką elementą vadiname jam priešingu elementu ir žymime — a 
(а = —a). 

Tais atvejais, Каі operaciją + vadiname daugyba ir žymime -, elementui 
a simetrišką elementą vadiname jam atvirkštiniu ir žymime a 1 (а’=а`'). 

11. 1.4 skyrelio antrame pavyzdyje apibrėžtos „sudėties“ atžvilgiu 
а = ау, у. —a,=a,, 1ї a =а», t. у. —a,=a,. 

12. To paties skyrelio trečiojo pavyzdžio lentelėje matome, kad (0, 1) = 
(0, 1)-1=(0, —1), (—1,0)-1=(—1,0). Įrodysime vieną svarbų teiginį apie 
simetriškuosius elementus. 

Jeigu aibėje A yra apibrėžia asociatyvi operacija ж, turinti neutralų jį 
elementą e, elementui a egzistuoja du tokie aibės A elementai b ir c, kad 
yra teisingos lygybės 

р+а=е ir а*с=е, 
tai b=c=a" 

Įrodymas. Lygybę b+a=e panariui „padauginę“ iš elemento c, gau- 
name lygybę (Бжа)+с = ежс. Kadangi operacija ж asociatyvi, о е 一 neutra- 
lusis elementas, tai turime lygybes 


(bxa)*7c=bx(a+c)=b*e=b ir еже=с. Todėl b= с. 


— 1.6. Atvirkštinė operacija 


Kai kurios algebrinės operacijos toje pačioje aibėje yra susijusios vie- 
na su kita taip tampriai, kad, žinant vieną operaciją ir jos savybes, galima 
nusakyti ir kitą. Tokio tampraus ryšio pavyzdžiai yra sveikųjų skaičių su- 
dėtis ir atimtis, taip pat racionaliųjų nenulinių skaičių daugyba ir dalyba. 
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Įrodysime, kad sveikųjų skaičių atimtį vienareikšmiškai apibrėžia svei- 
kųjų skaičių sudėtis. Zinome, kad sveikųjų skaičių sudėties neutralusis 
elementas yra skaičius nulis, о sveikajam skaičiui т simetriškas sudėties 
atžvilgiu yra skaičius — т. Todėl, spręsdami lygtį т+х=п, pridėkime prie 
abiejų jos pusių skaičių — m; gausime: (—m)+(m+x)=(—- m) +n. 

Kadangi sveikųjų skaičių sudėtis yra asociatyvi ir komutatyvi, tai 


((-m)+m)+x=n+(- M), 0+x=n+(- m), x=n+(- т). 


Prisiminę, kad sveikųjų skaičių n ir m skirtumu vadinamas sveikasis 
skaičius, Кип pridėję prie т gauname n, o skirtumo radimo veiksmas va- 
dinamas atimtimi, gauname: 


x=n-m=n+(- т). 
Pastaroji lygybė reiškia, kad, norint rasti skaičių n ir m skirtumą, reikia 
prie п pridėti priešingą m skaičių —m:—(n, т) = +(n, —m). 

Taigi sveikųjų skaičių atimtis vienareikšmiškai apibrėžiama jų sudė- 
timi. Atimtis vadinama sudėčiai atvirkštiniu veiksmu. 

Natūrinių skaičių aibėje № atimtis nėra algebrinė operacija, nes natū- 
riniam skaičiui n priešingas skaičius — и jau nėra natūrinis. 

Panašiai galime nagrinėti nelygių nuliui racionaliųjų skaičių daugybą. 
Prisiminę, kad daugybos neutralusis elementas yra 1, o skaičiui b simetriš- 
kas daugybos atžvilgiu skaičius b-1=1/b, lygtį bx=a sprendžiame ši- 
taip: abi jos puses padauginame iš P 1 ir pritaikome daugybos asociaty- 
vumo bei komutatyvumo savybes: 


(Бх) b-1=ab-1, (6-1) x=ab71, bb-1=1, x=ab7!, 


Kadangi nelygių nuliui racionaliųjų skaičių а ir b santykiu vadinamas 
toks racionalusis skaičius x, iš kurio padauginę b gauname a, tai aišku, 
kad skaičius х= ар-! ir yra a ir b santykis. Taigi a:b=x=ab"!. 

Matome, kad, norint padalyti skaičių a iš skaičiaus b, reikia a padaugin- 
ti iš skaičiui b simetriško daugybos atžvilgiu (atvirkštinio) skaičiaus 5-1, 
t. у. nelygių nuliui racionaliųjų skaičių aibėje yra teisinga lygybė | 


: (а, Б) =. (a, 5-3. 


Ji rodo, kad nelygių nuliui racionaliųjų skaičių dalyba vienareikšmiškai 
apibrėžiama jų daugyba. Nelygių nuliui racionalių jų skaičių dalyba vadi- 
nama atvirkštiniu jų daugybai veiksmu. 
Sveikųjų skaičių aibėje dalyba negalima; pavyzdžiui, 271=1/2 € Z. 
Kaip matėme iš pavyzdžio, sveikųjų skaičių sudėčiai atvirkštinis veiks- 
mas yra taisyklė (funkcija), pagal kurią, žinodami vieną dėmenį ir sumą, 
-radome antrąjį dėmenį. Vadinasi, atlikdami atvirkštinę sudėčiai operaci- 
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ją, žinome operacijos rezultatą ir vieną komponentę, o ieškome kitos Kom- 
ponentės — sprendžiame lygtį 


ті х= п. 


Panašiai, atlikdami operaciją, atvirkštinę nelygių nuliui racionaliųjų skai- 
čių daugybai, sprendžiame lygtį 


b-x=a. 
Kadangi šie veiksmai komutatyvūs, tai galime užrašyti ekvivalenčias lygtis 
x+m=n и xb=a. 


O dabar nuo konkrečių pavyzdžių pereisime prie apibendrinimo — 
aibės A su apibrėžta operacija *. Galime spręsti analogišką įuždavinį: ži- 
nodami vieną operacijos komponentę b ir jos rezultatą a, ieškoti kitos kom- 
ponentės, t. y. spręsti lygtis 


b»x=a ir y*b=a. 

Šių lygčių sprendiniai gali būti vienodi arba skirtingi, o gali jų ir nebūti. 
Pavyzdžiui, kai + reiškia sudėtį sveikųjų skaičių aibėje, sprendžiame lygtis 
т+х=п и у+т=п, 
kurios turi vieną ir tą patį sprendinį х= y=n—m. Kai « reiškia atimtį svei- 

kųjų skaičių aibėje, sprendžiame lygtis 
m-x=nir у-т=п. 

Pirmosios sprendinys х=т—п, antrosios у=п+т. Jie yra skirtingi. 

Sakoma, kad operacija +, apibrėžta aibėje A, turi atvirkštinę operaciją 
šioje aibėje, jei kiekvienai aibės A elementų porai a, b, lygtys 

b»x=a ir ужб=а 

turi sprendinius aibėje A ir jie sutampa. Pateiksime išsamų atvirkštinės ope- 
racijos apibrėžimą. 

Aibėje A apibrėžta operacija * turi atvirkštinę operaciją, jeigu kiekvie- 


nai sutvarkytai jos elementų porai a, b egzistuoja toje pačioje aibėje toks 
elementas x, kad b+x=x +b=a. 


Funkcija, sutvarkytai porai (а, 5) priskirianti minėtą elementą x, t. y. 
lygčių b+x=a ir x+b=a bendrą sprendinį, vadinama operacijai ж atvirkštine 
operacija. 


Kaip galima patikrinti, kada atvirkštinė operacija egzistuoja? Štai jos 
egzistavimo sąlyga: 
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Jeigu aibėje А apibrėžtoji operacija + yra asociatyvi, komutatyvi, ir aibėje 
A yra neutralusis elementas bei kiekvienam elementui simetriškas elementas 
tos operacijos atžvilgiu, tai operacija * turi atvirkštinę operaciją. 

Įrodysime šį svarbų teiginį. Imkime bet kuriuos du aibės A elementus 
a ir b. Tarkime, jog aibėje A yra toks elementas x, kad b*x=a. Lygybės 
b*x= a abi puses „dauginame“ iš kairės iš elementui b simetriško elemento 
Б’, priklausančio aibei A pagal teoremos sąlygą: 


b' + (b+x)=b' sa. 


Tačiau b'*(b+x) =(b'+5)*x=e+x=x, o b'sa=asb', todėl x=as=b'. Čia e 一 
neutralusis operacijos elementas. Pastarąsias lygybes gavome, pasinaudoję 
operacijos asociatyvumo ir komutatyvumo savybėmis. 
Analogiškai samprotaudami, lygties y+b=a abi puses „dauginame“ 
iš b’ iš dešinės ir gauname: 
(vy+b)+b'=a+b". 


Kadangi (y+b)*b' = y*(b*b')=y*e= y, tai y=a+b'. Paėmus bet Кипа ail- 
bės A elementų porą air b, b’ taip pat bus aibės A elementas ir ажр’ — vėlgi 
aibės A elementas. Kadangi bx(axb')= (a+b')+b=a, tai operacija + turi 
atvirkštinę. 

Šis įrodymas svarbus ir įdomus tuo, kad pačioje teoremoje nenurodyta, 
nei kokioje aibėje, nei kokia operacija apibrėžta: žinome tik, kad opera- 
cija turi teoremos sąlygoje išvardytąsias savybes. 

Sis įrodymas įtikina ne tik tuo, kad operacija * turi atvirkštinę, bet ir 
išaiškina, kad pastarąją vienareikšmiškai nusako pati operacija *. Be to, 
jis netgi nurodo būdą, kaip atvirkštinę operaciją atlikti. Iš tikrųjų, pažymė- 
kime *’ operacijai * atvirkštinę. Iš įrodymo išplaukia: 


* (а, Б) = (a, Б); (1) 


čia Б’ — elementas, simetriškas elementui b, t. у. b+b'=e. 

Pavyzdžiui, panagrinėkime 1.4 skyrelio 3 pavyzdžio aibės V, taškų 
„daugyba“. Kadangi ji turi teoremoje išvardytąsias savybes, tai aibėje 
V, galima atlikti ir taškų „dalybą“. Remdamiesi (1) lygybe, gauname: 

(0; —1):(-1; 0)=(0; —1)-(—1; 0)-:=(0; —1)-(-1; 0)=(0; 1), 

(—1; 0): (0; 1) =(— 1; 0)-(0; lJ 1=(— 1; 0)-(0; —1)=(0; 1). 
Šiuos skaičiavimus galėtume atlikti ir tiesiogiai naudodamiesi lentele: ras- 
tume joje eilutę (— 1, 0) ir toje eilutėje langelį, kuriame įrašyta (0, — I). 
Šis langelis yra stulpelyje (0, 1); tai reiškia, kad (—1, 0). (0, 1)=(0,- 1), 
arba (0, —1) : (-—1, 0)=(0, 1). 

Pamėginkime rasti „santykius“ (1, 0) :(—1, 0), (0, 1) : (0, —1) ir 


(一 1, 0) : (0, —1), naudodamiesi (1) formule ir tiesiogiai 1.4 skyrelio 3 
pavyzdžio lentele. 
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1.7. Algebrinių operacijų, apibrėžtų lentele, 
savybių nustatymas 


Jeigu baigtinėje aibėje 4 operacija + yra apibrėžta lentele, tai nesunkiai 
galima nustatyti, kokias savybes ji turi. 

Operacijos + komutatyvumas reiškia, kad kiekviena aibės A elementų 
pora a, b tenkina lygybę a+b = bsza. Elementas a+b įrašytas langelyje, kuris 
yra eilutėje „a“ ir stulpelyje „6“. . Elementas Ржа įrašytas langelyje, kuris 
yra eilutėje „b“ ir stulpelyje „a“. Šie langeliai išsidėstę lentelėje simetriškai 
pagrindinės įstrižainės (einančios iš kairiojo viršutinio kampo) atžvilgiu. 
Vadinasi, jeigu lentelė yra simetriška pagrindinės įstrižainės atžvilgiu, tai ji 
apibrėžia komutatyvią operaciją. Ir atvirkščiai, jeigu operacija yra komuta- 
tyvi, tai ją apibrėžianti lentelė — simetriška. 

Pavyzdžiui, aibėje 

A={ а, Ais Gp, аз } 


apibrėžkime operacijas ® ir ()— „sudėtį“ ir „daugybą“ — šitokiomis 
Įentelėmis: 


由 2 x a, | ds x аз С) о| «1а |а | а | а, | аз | аз 
I Ao ао a, ааа“ а, | аз ao а, СОЮ а, | а, «араа а, 

а, а; alajaja а ajaj a аз | ao а, а, ajaja a a; а ааа а» x ds 
= 

аз а» аз alal a| a Ao | а, a2 do alalaja а | do x a; 

as а, а | а араа а, аз а, аара аз СЕ аз | а, 


Abi lentelės yra simetriškos pagrindinės įstrižainės atžvilgiu, taigi abi 
šios operacijos — komutatyvios. 

Dar paprasčiau galima nustatyti, ar aibė turi operacijos atžvilgiu neut- 
ralųjį elementą. Kaip jau žinome, tai būtų toks elementas ec A, kuris ten- 
kintu lygybes a+e=a, ежа=а su kiekvienu aibės A elementu а. Elementai 
axe surašyti stulpelyje, pažymėtame raide е. Kad būtų a=*=e= a, šiame stul- 
pelyje įrašytos raidės turi sutapti su eilučių Žymėjimais, t. y. stulpelis „e“ 
turi sutapti su stulpeliu „+“. Elementai ежа surašyti eilutėje, pažymėtoje 
raide e. Kad būtų еза=а, eilutėje „e“ surašytos raidės turi sutapti su stul- 
pelių Žymėjimais, t. у. ši eilutė turi sutapti su eilute „+“. Taigi operacija 
turi neutralųjį elementą tada, kai lentelėje yra stulpelis, sutampantis su 
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єє >. 4 


stulpeliu „ж“, ir eilutė, sutampanti su eilutė „*“, ir Sis stulpelis bei eilutė 
pažymėti ta pačia raide. Juos žyminti raidė ir yra neutralusis elementas. 

Mūsų nagrinėjamoje lentelėje „G“ tokie yra stulpelis „аз“ ir eilutė 
„ао“. Todėl operacijos @ aibėje (a аз, аз, аз} neutralusis elementas уга 
ao. Lentelėje „(-)“ tokie yra stulpelis „a,“ ir eilutė „аз“, todėl operacijos 
Ç) neutralusis elementas yra a. 

Jeigu lentelės eilutėje „а“ yra įrašytas elementas e 一 neutralusis opera- 
cijos elementas, tai elementas a turi dešinįjį simetrišką elementą: jeigu stul- 
pelis, kuriame eilutėje „a“ įrašyta raidė e, pažymėtas raide b, tai a+b=e, 
ir b yra elemento a dešinysis simetriškas elementas. 

Pavyzdžiui, lentelėje Ф randame elemento a, dešinįjį simetrišką elemen- 
tą: jis yra аз, nes а, 中 as 一 00. Gi elemento аз dešinysis simetriškas yra ay, 
nes азФа, =ао. Lentelėje „(7)“ nustatome, kad eilutėje „а.“ nėra neutra- 
liojo (5) atžvilgiu elemento а,, — tai reiškia, kad a, neturi dešiniojo si- 
metriško elemento operacijos (.) as 

Analogiškai, jeigu stulpelyje „a“ yra neutralusis elementas e, tai a turi 
kairįjį simetrišką elementą, ir jis lygus stulpelio, kuriame įrašytas e, numeriui. 

Pavyzdžiui, lentelėje G randame elemento a, kairįjį simetrišką elementą 
Ф atžvilgiu — a,. Taigi —a;=a,;. Lentelės Ç) stulpelyje „2;“ nėra a, 一 ne- 
utraliojo (5) atžvilgiu elemento, todėl a, neturi kairiojo simetriško (.) at- 
žvilgiu elemento. Toje pačioje lentelėje randame elemento аз kairįjį si- 
metrišką elementą аз. 

Jeigu kuris elementas turi ir kairįjį, ir dešinįjį simetriškus elementus ir 
jie sutampa, tai tas elementas turi simetrišką elementą. Taip bus tuo atveju, 
kai elementas e bus lentelės eilutėse „a“ ir „b“ ir stulpeliuose „b“ ir „a“ 
atitinkamai. 

Kaip nustatyti, ar operacija turi atvirkštinę? 

Lygtis a»x=b turės sprendinį su kiekvienu aibės А elementu b, kai ei- 
lutėje „а“ bus įrašyti visi aibės A elementai. Jeigu eilutėje „а“ elemento с 
nebus, tai lygtis а«х=с sprendinio neturės. Analogiškai lygtis y+a=b tu- 
rės sprendinį, jeigu stulpelyje „а“ bus įrašytas elementas b, ir „neturės prie- 
šingu 'atveju. Iš to išplaukia, kad lygtis axx=b turės sprendinį kiekvienai 
aibės A elementų porai a ir b, jeigu kiekvienoje lentelės eilutėje bus įrašyti 
visi aibės A elementai, о lygtis ужа = Б turės sprendinį kiekvienai aibės А ele- 
mentų porai a ir b, jeigu kiekviename lentelės stulpelyje bus įrašyti visi aibės 
A elementai. 

Peržiūrėję lentelę „GD“, matome, kad kiekvienoje jos eilutėje ir kiekvie- 
name stulpelyje yra surašyti visi aibės А = (ap, ау, аз, аз) elementai. Todėl 
lygtys a @x=b и уФа=Ь шп sprendinius kiekvienai elementų a, Б 
porai iš A, ir šie sprendiniai sutampa dėl operacijos Ф komutatyvumo. 
Taigi operacija Ф turi atvirkštinę operaciją ©. Štai jos lentelė: 


24 


| 
Go | as 
а1 | do 
аз x a; 
аз | a; 


а, 


а; 


ао 


аз 


Ei 
Ыы 
ы 
Ë 


a, 


аз 


ао 


Lentelėje „(-)“ yra net dvi eilutės, „ao“ ir „аз“, kuriose surašyti ne visi 
aibės {а0, а, а», аз} elementai. Todėl lygtys a,G%)x,=a, a,x=a,, 
YOA: = ау, Yaz = аз sprendinių neturi. Vadinasi, nėra operacijai Ç) at- 


virkštinės operacijos. 


Jeigu paanalizuosime aibės {ау, ау, а», аз, а, } operaciją, apibrėžtą lentele 


o 


qo 


de | G; 
Co do 
I 
qo а, 
qo q; 
| 
do аз 
do a4 


a; 


a | 


tai nustatysime, kad ši operacija yra komutatyvi, kad jos neutralusis 
elementas yra a,. Tačiau ši operacija neturi atvirkštinės, nes eilutėje „йа“ 
nėra visų aibės elementų, taigi neturi sprendinio lygtis CoC)X 一 0i 


kai 20. 


Jeigu iš šios lentelės išmesime eilutę „а,“ ir stulpelį „ао“, tai gausime 


lentelę 
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| а» | аз | 
a, а | a; а ааа as | 84 
а, a; | aq а [ааа a, | as 
аз аз | a; | а, ajaja a as 
TE r = Е: 


kuri apibrėžia operaciją aibės poaibyje {a}, d2, аз, a4}. Šiame poaibyje оре- 
гасца Ө; jau turės atvirkštinę, nes kiekvienoje lentelės eilutėje ir kiekvie- 
name jos stulpelyje surašyti visi aibės (a,, a;, аз, а,} elementai. Jai atvirkš- 
tinę operaciją galima apibrėžti lentele 


| G; аз x аз x da 

a; dı a| aj a| a as | dz x da 
| ПЕТЕ ТЕ Е 

аз A3 Yus Sat as i) G; | Aa аз 

ds as x a, а араа а, ajajaja аз 

Aa a, x а» а ра [аа аз | a; 


Lentelėmis, apibrėžiančiomis algebrinę operaciją + baigtinėje aibėje A, 
naudojamasi panašiai kaip ir daugybos lentele, kuri dedama ant sąsiuvi- 
nio viršelio, arba trigonometrinių funkcijų reikšmių lentele (be pataisų). 


1.8. Išorinės binarės operacijos 


Iki šiol nagrinėjome vidines binarines operacijas (veiksmus), kurių duo- 
menys ir rezultatai yra tos pačios aibės elementai. Esama ir kitokių, ne 
mažiau svarbių operacijų, vadinamų išorinėmis. 

1. Panagrinėkime vektoriaus daugybą iš skaičiaus. Žinoma, jei a — 
vektorius, о / — realusis skaičius, tai /а yra vektorius. Taigi vektoriaus dau- 
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gyba iš skaičiaus yra funkcija, kuri dvejetui (/, a) priskiria vektorių, žymimą 
la. Jeigu apsiribosime tik vektoriais a=(a;,, a,) ir racionaliaisiais skaičiais, 
gausime funkciją 

Ох R° — R. 


Čia О — racionaliųjų skaičių aibė, R? 一 plokštumos vektorių aibė. 
Ši funkcija, kaip matome, jau nėra vidinė binarė operacija aibėje R2, 
nes jos apibrėžimo sritis nėra aibė К? х R?. 

2. Sakykime, С (0, 1) yra aibė tolydinių funkcijų, apibrėžtų intervale 
[0; 1]. Žinome, kad padauginti funkciją f iš realiojo skaičiaus / reiškia kiek- 
vieną tos funkcijos reikšmę f(x) padauginti iš skaičiaus /, t. y. x If (x). 

is veiksmas, funkcijos dauginimas iš realiojo skaičiaus, yra aibės R x 
x C (0, 1) atvaizdis aibėje C (0, 1), nes jis dvejetui [Е R ir f e C (0, 1) priski- 
па funkciją /f e C (0, 1). Kadangi R z С(0, 1), tai šis veiksmas nėra vidinė 
binarė operacija aibėje С (0, 1). 

Tokio tipo veiksmus, kad atskirtume nuo vidinių binarių (algebrinių) 
operacijų aibėje, ir vadiname išorinėmis binarėmis operacijomis. 

Išorine binare operacija vadiname funkciją 


Bx À — A. 


Jos rezultatas dažniausiai žymimas šitaip: jeigu [ЕВ ir «eA, tai 
(1, «)—№. 

Jau pateikėme du išorinių binarinių operacijų pavyzdžius. Dar vienas 
pavyzdys — algebrinio daugianario daugyba iš realiojo skaičiaus. 

Algebroje sutinkamos išorinės binarės operacijos dažniausiai vadinamos 
daugyba, nurodant, kokie objektai iš kokių dauginami, pavyzdžiui: vek- 
toriaus daugyba iš skaičiaus (skaliaro), funkcijos daugyba iš skaičiaus, matri- 
cos daugyba iš skaičiaus ir pan. 


1.9. Algebrinė struktūra 


Duotoje aibėje A apibrėžę tam tikrą algebrinę operaciją * (vidinę bi- 
narę operaciją), gauname vadinamąją struktūrą (A, *), t. y. aibę su opera- 
cija, kuri turi tam tikras savybes. Būdingi struktūrų pavyzdžiai — algebri- 
nių vienanarių aibė su daugyba, sveikųjų skaičių aibė su sudėtimi (Z, +) 
ir t. t. 

Kaip žinome, aibėje galima apibrėžti ir daugiau nei vieną algebrinę 
operaciją: pavyzdžiui, sveikųjų skaičių sistema yra algebrinė struktūra su 
dviem operacijomis (Z, +, ` ) (be to, joje dar operuojama sąryšiu „mažiau“). 

Ne visos aibėje apibrėžtosios operacijos turi būti vidinės — kai kurios 
gali būti išorinės, o ir aibių struktūroje gali būti daugiau kaip viena. 

Stai, pavyzdžiui, ką tik aptartoji išorinė binarė daugybos operacija 
(išorinė daugyba). Aibėje A, kurios elementus dauginame, ir aibėje B, iš 
kurios elementų dauginame, jau būna apibrėžta po vieną arba kelias vidines 
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binares (algebrines) operacijas. Šitaip susidaro sudėtingas struktūros sta- 
tinys, kaip sakoma matematikoje, į kurį įeina aibės A ir B, šių aibių vidinės 
operacijos, taip pat išorinė operacija, vadinama išorine daugyba. Su ši- 
tokia struktūra jau susidūrėme vidurinės mokyklos geometrijos kurse, 
nagrinėdami vektorius. Tenai aibė A buvo vektorių (plokštumoje arba erd- 
vėje) aibė, kurioje apibrėžta vektorių sudėtis — algebrinė operacija; ai- 
bė B — realiųjų skaičių aibė (B= R), kurioje apibrėžtos net dvi algebrinės 
operacijos — sudėtis ir daugyba. Taigi nagrinėjome struktūrą, sudarytą iš 
dviejų aibių, trijų algebrinių (vidinių binarių) operacijų ir išorinės binarės 
operacijos — vektoriaus daugybos iš skaičiaus. 

Nesunku suvokti, kad algebra nagrinėja ne pačias aibes, o algebrines 
struktūras. Juk viskas, ką jau mokėmės iš algebros, buvo pateikiama ši- 
taip: pirmiausia nusakomi, apibrėžiami, išaiškinami aibės elementai, t. y. 
apibrėžiama pati aibė (sveikųjų skaičių, algebrinių trupmenų, realiųjų skai- 
čių aibė ir pan.), ро to įvedami veiksmai su tais objektais, t. y. apibrėžia- 
mos algebrinės operacijos aibėje, о tada jau nagrinėjamos tų operacijų Sa- 
vybės, išvedamos formulės, taisyklės ir pan. Žinoma, vidurinėje mokykloje 
apsiribojama beveik vien konkrečiomis struktūromis. Tačiau, kadangi 
konkrečių struktūrų yra daug, tenka išskirti jų specifinius požymius, grupuoti 
jas pagal tuos požymius (klasifikuoti) ir toliau nagrinėti jau struktūrų tipus, 
о gautus bendrus faktus taikyti konkrečioms struktūroms. 

Toks ir yra bendriausias mokslinio pažinimo kelias: nuo konkrečių 
faktų — prie apibendrinimų, ir kuo platesnių, kad plačiau būtų galima pri- 
taikyti gautus rezultatus. Matematikai tai ypač būdinga. Pavyzdžiui, formu. 
lės a?—b?=(a+b)(a—b), (а+Б)?=а?+ 3a?b+ 3ab2+ bš liks teisingos ne- 
priklausomai nuo to, ką reikš raidės a ir — sveikuosius, racionaliuosius, 
realiuosius ar kompleksinius skaičius, kieno sudėtį atitinkamai reikš žen- 
klas +. Šiose formulėse raidės a ir b gali reikšti elementus bet kokios aibės, 
kurioje apibrėžtos algebrinės operacijos „sudėtis“ ir „daugyba“ turi savy- 
bes, analogiškas skaičių sudėties іг daugybos savybėms: уга komutatyvios, 
asociatyvios, sudėtis turi atvirkštinį veiksmą, o daugyba distributyvi sudė- 
ties atžvilgiu. Taigi šios formulės bus teisingos kiekvienai algebrinei stru- 
ktūrai, kurios savybės analogiškos struktūros (Z, +, +) — sveikųjų skai- 
čių su sudėtimi ir daugyba struktūros — savybėms. 


1.10. Uždaviniai 


1. Patikrinkite, ar galima atlikti sudėtį ir daugybą šiuose sveikųjų skaičių aibės 
poaibiuose: 


а) A=(5k|keZ), 
b) B=-(-6k|keZ), 
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с) С={ 5х+7у|х, yeZ}, 

d) D=(í(—3x+4y]x, yeZ}, 

g) G=(-5x-Tylx, yeZ}, 

h) Н={—100, —99, —98, ..., —1, 0, 1, 2, ..., 98, 99, 100}. 


2. Patikrinkite, ar galima atlikti sudėtį ir daugybą šiuose racionaliųjų skaičių al- 
bės poaibiuose: 


2К 
b) В={2" | тей}, 
с) C={..., —m, =(m=1), —(m-2), ..., —2, -1). 


a) =] |1 КЕМ, ae Z, a- nelyginis j 


l l 
d) р] з х+ X la, vez}, 


g) G=(a| | а1<1, ae 0}, 
h) H=(a2 | ae Z, keZ}. 


3. R — realiųjų skaičių aibė; R?=R x R=( (а, Б) |а, b e R} — dvimačių vektorių- 
eilučių aibė. (Dvimačiu vektoriumi-eilute vadiname sutvarkytą realiųjų skaičių porą 
(a, D.) Joje apibrėžta sudėtis šitaip: 


(а, b) +(c, d)=(a+c, Ь+ 4). 


Patikrinkite, ar uždari šio veiksmo atžvilgiu šitokie aibės poaibiai: a) Nx N, b) Zx Z, 
c) Q x O, d) Nx Z, g) Q x N, h) aibė vektorių (la, Ib), kur a,b e Q, о! — fiksuotas svei- 
kasis skaičius, t.y. aibė H= {/а, Ib) | a, b e Q}. 

4, F- plokštumos posūkių apie tašką 0 aibė,- 一 posūkių kompozicijos operacija. 
Posūkį kampu = žymime R... Nustatykite, ar uždaros - atžvilgiu šitokios plokštumos po- 
sūkių aibės: 


a) А={ №, Кг}, 

b) В={ №, К» Rr, Rox }, 
2 2 

с) C=( Ro, Кл, Ко, Кг, Кг, К» }, 
з 3 з 5 


d) D=( Кот [Е=0, 15 2, `...) п—1}, 


п 


2) С={ К, Кл, Ra R. }, 
2 3 6 
h) H={ В). Įk=0, -1, —2, -3, -4, —5). 
"6 


5. Sudarykite lenteles uždavinio а, с ir В dalims. 
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6. Pažymėkime simboliu Z [V 2) aibę realiųjų skaičių, išreiškiamu suma m+nV2, 
kurioje m ir n — sveikieji skaičiai. Šioje aibėje, kaip žinome, sudedama ir dauginama 
pagal taisykles 


(m+n V 2)+(k+1 V 2)=(m+k)+(1+) V 2, 
(m+n V 2): (k+ 1 V 2)=(mk+ 2л) +(ml+ nk) V 2. 


Nustatykite, kurias iš 1.5 skyrelyje aptartu savybių turi šie veiksmai aibėje Z [V 2]. 

7. Pažymėkimę Q (1 2) aibę realiųjų skaičių, išreiškiamų suma a+) | 2, ku- 
rioje a ir b — racionalieji skaičiai. Šioje aibėje, kaip žinoma, sudedama ir dauginama 
pagal taisykles 


(a+b V 2)+(c+d V 2)=(a+c)+(b+d) V 2, 
(a+b V 2) - (c+d V 2)=(ac+2bd)+(ad+bc) V 2. 


Nustatykite, kurias iš 1.5 skyrelyje aptartu savybių turi šie veiksmai aibėje 
e(V 2). Ar esama Jiems atvirkštinių veiksmų? 

8. Aibėje A=(a,, a,, аз, аз, a.) apibrėžkite lentele „sudėtį“, kuri būtų komutaty- 
vi, turėtų neutralųjį elementą ir atvirkštinę operaciją. Sudarykite jai atvirkštinės opera- 
cijos („atimties“) lentelę. (Tai galima atlikti panašiai kaip 1.7 skyrelio pavyzdyje.) 

9. Aibėje (0, 1, 2, 3, 4, 5) „daugybos“ operacija apibrėžta lentele 


| | 

O | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 5 

'i 

0 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 

1 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 
TTT А. 

2 0 | 2 | 4 | 0 | 2 | 4 

3 0 | 3 | 0 | 3 | 0 x 3 

4 0 | 4 | 2 | 0 x 4 x 2 

5 0 | 5 | 4 | 3 x 2 x 1 


Išaiškinkite šios „daugybos“ savybes. Raskite visus duotosios aibės poaibius, uždarus 
šios „daugybos“ atžvilgiu. 
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10. Išaiškinkite, kokias savybes turi vektorių sudėtis. 

11. Natūrinių skaičių aibėje N apibrėžta algebrinė operacija * (т, п) = D(m, п); 
čia D (m, n) — skaičių m ir n bendras didžiausias daliklis. Išaiškinkite šios algebrinės 
operacijos savybes. 

12. Natūrinių skaičių aibėje N apibrėžta algebrinė operacija u (m, п) = М(т, п); 
čia M (m, п) — skaičių m ir n bendras mažiausias kartotinis. Išaiškinkite šios operaci- 
jos savybes. 

13. Aibėje (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6) apibrėžta „sudėtis“ G) šitokia lentele: 


e | о 1а |а |а 15е 
0 оа [а [аа ое 
1 азе о еа 
2 ао |: 
3 ез [е [оаа 
4 . [ео [а |а |з 
5 {ео [а [оаа 
6 во |а |а ааз 


Nustatykite šios „sudėties“ savybes. Jeigu ji turi atvirkštinę operaciją — „atimtį“, tai 
sudarykite pastarosios lentelę. 


Apskaičiuokite 
(395)9(496)Ф2, 
| 50(50492)@6, 
ir išspręskite lygtis 
5Фх=3$4, 6Фх=5, x@3=4, x@6=3. 
14. Aibėje {1, 2, 3, 4, 5, 6) apibrėžta „daugyba“(-) lentele 
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ol | 
TESE 
2 2 |4 
TEE 
s| s ja 
6 KI Sa 


Nustatykite, kokias savybes turi ši „daugyba“. Apskaičiuokite RONO? 3*(:)(4(5)6), 


©04ОвС5). Išspręskite lygtis 


| 


6 


4 


| 


4 


| 


6 


+ 


2 


50)х=4, 40)х=6, x(O3=2. 


Jeigu ši „daugyba“ turi atvirkštinę operaciją 一 „dalybą“, tai sudarykite pastaro- 


sios lentelę. 


15. Naudodamiesi 13 ir 14 uždavinių lentelėmis, aibėje £1, 2, 3, 4, 5, 6) išspręskite 
(3Ф6)СӘх=4©(4®5), 
3()хФ(4Ф0Ох=5, 
хО((5(2)е(зФа)) = (300%4)). 


lygtis 
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| 
| 
| 


x 
ыы 
aka ka BA 


ANTRAS SKYRIUS. GRUPĖS 


2.1. Kokias struktūras nagrinėjome vidurinėje mokykloje ? 


Pirmoji ir paprasčiausia algebrinė struktūra, kurią nagrinėjome viduri- 
nėje mokykloje, buvo (№, +, +) — natūrinių skaičių aibė su sudėtimi ir 
daugyba. Tačiau sudėtis ir daugyba neturi atvirkštinių operacijų natūri- 
nių skaičių aibėje, ir tai vertė pereiti prie struktūros (2, +, + ) — sveikųjų 
skaičių aibės su sudėtimi ir daugyba ir struktūros (О, +,-) 一 racionaliųjų 
skaičių aibės su sudėtimi ir daugyba. Gana išsamiai nagrinėjome jų savybes, 
naudodami raides, vienanarius, daugianarius. Aibėje Z sudėtis jau turi at- 
virkštinę operaciją — atimtį, bet ir joje ne visada galima atlikti dalybą.Tik 
aibėje О\{0} — nelygių nuliui racionaliųjų skaičių aibėje — daugyba jau 
turi atvirkštinę operaciją. Tačiau atsirado uždavinių, neišsprendžiamų ir 
struktūroje (О, +, -). Vienas iš jų buvo lygtis 


X2 一 2 一 0 


(įrodoma, kad Į/ 24 О). Taigi teko pereiti į struktūrą (R, +, - ) — realiųjų 
skaičių aibę su sudėtimi ir daugyba. O kai ir čia nepajėgėme susidoroti su 
lygtimi 

х®+1=0, 


teko susipažinti su dar sudėtingesne struktūra (K, +, -) — kompleksinių 
skaičių aibe su sudėtimi ir daugyba. 

Visos minėtosios struktūros dar papildomos, įvedant aibėse N, Z, O, 
R sąryšį „daugiau“ (mažiau). Tačiau sąvokos „daugiau“ apibendrinimo 
šioje knygelėje nenagrinėsime, todėl plačiau ties ja neapsistojame. 

Vidurinėje mokykloje nagrinėjame ir vektorius, tiksliau sakant, struk- 
tūras — plokštumos vektorių ir erdvės vektorių aibes (В? ir Rš) su sudėtimi 
ir daugyba iš realiojo skaičiaus. Pastarosios papildomos, įvedant vektorių 
skaliarinę daugybą. Mokydamiesi, be algebros, ir kitų matematikos daly- 
kų (funkcijų analizės, aibių teorijos elementų, geometrijos), susidūrėme su 
kitokiomis struktūromis. 


2.2. Grupės apibrėžimas ir pavyzdžiai 


Mažiausiai savybių turi paprasčiausios algebrinės struktūros, kurias 
sudaro viena aibė ir viena algebrinė operacija, pavyzdžiui, (№, +), (№, -), 
(Z, +), (Z,:), (O, >). Svarbią jų klasę sudaro struktūros, vadinamos grupėmis. 

Struktūra (G, +) (čia G — netuščia aibė) vadinama grupe, jeigu: 
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G. 1) operacija + yra asociatyvi; 

G. 2) operacija * turi neutralųjį elementą; 

G. 3) kiekvienas aibės G elementas turi toje pačioje aibėje simetriš- 
ką operacijos x atžvilgiu elementą. 

Jeigu, be to, 

G. 4) operacija + yra komutatyvi, tai grupė (G, >) vadinama komuta- 
tyviąja, arta Abelio grupe. 


Aibė G vadinama grupės (G, +) bazine aibe. Dažnai sakoma: „aibė G 
yra grupė operacijos = atžvilgiu“, o jeigu savaime aišku, apie kokią opera- 
ciją kalbama, tai sakoma tiesiog: „grupė G“. 

Grupė (G, ` ), kurios operacija - yra daugyba, vadinama multiplikaty- 
viąja grupe. Grupė (G, +), kurios operacija + yra sudėtis, vadinama adi- 
tyviąja grupe. 

Jeigu grupės (G, +) bazinė aibė G yra baigtinė, tai ir grupė vadinama 
baigtine, o jeigu ta aibė begalinė, — begaline. 

Štai keli jums žinomų grupių pavyzdžiai. 

1. Sveikųjų skaičių aibė Z yra komutatyvioji grupė sudėties atžvilgiu — 
struktūra (Z, +) yra grupė. Tuo nesunku įsitikinti, prisiminus 1.5 skyrelyje 
išvardytas 1 一 4 sudėties savybes. 

2. Nelygių nuliui racionaliųjų skaičių aibė yra komutatyvioji grupė 
daugybos atžvilgiu — struktūra (Q (01, -) yra grupė. 

Įrodymas. Iš vidurinės mokyklos kurso žinome, kad racionaliųjų 


skaičių daugyba yra asociatyvi, mA le 910) ir 1 = = su kiek- 
vienu z EQO}, be to, kai — = 0, tai 


(87-027 = seto 


Taigi nelygių nuliui racionaliųjų skaičių daugyba turi visas keturias 
savybes G.1—G.4. 

3. Plokštumos vektorių aibė R? yra komutatyvioji grupė vektorių 
sudėties atžvilgiu. Tuo galite įsitikinti, prisiminę vektorių sudėties savybes. 

4. Struktūra (N, +) nėra grupė — natūrinių skaičių aibė nėra grupė 
sudėties atžvilgiu. 

Įrodymas. Nors natūrinių skaičių sudėtis yra asociatyvi ir komutaty- 
vi, bet nėra tokio natūrinio skaičiaus 0, kad būtų n+0=n su visais ne N, 
nes pats skaičius OgN. Taigi natūrinių skaičių sudėtis neturi neutralioje 
elemento — nėra savybės G.2. 

5. Struktūra (О, - ) nėra grupė — visų racionaliųjų skaičių aibė nėra 
grupė daugybos atžvilgiu. Taip yra todėl, kad elementas 0 neturi atvirkš- 
tinio, nes lygtis O -x=1 neturi sprendinio. 

Tačiau, išmetus iš racionaliųjų skaičių aibės nulį, jau gauname grupę 
daugybos atžvilgiu — struktūra (0\{0}, -) yra komutatyvioji grupė. 
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Grupė, tokia, kaip įsitikinome, paprastutė sąvoka, šiandien bene 
dažniausiai vartojama naujosiose algebros šakose, vaizdžiai vadinamose 
„abstrakčiąja algebra“, Tai palyginti nesena sąvoka. 

Grupių teorijos pradininkas — prancūzų matematikas Evaristas Ga- 
lua (1811—1832) tarsi meteoras praskriejo matematikos padange ir drau- 
ge su norvegų matematiku Nilsu Henriku Abeliu (1802 — 1829) paliko joje 
ryškiausią pėdsaką. Deja, abu stulbinančio talento jaunuoliai amžininkų 
nebuvo suprasti ir nesulaukė savo idėjų triumfo. Galua žuvo dvikovoje, 
eidamas dvidešimt pirmuosius metus, Abelį pakirto džiova, Įnesulaukusį 
dvidešimt septynerių. Šią trumputę ir tokią svarbią mokslo istorijos at- 
karpą tyrinėja istorikai, aprašinėja prozininkai. Siūlau paskaityti itin pa- 
traukliai, tarsi romaną parašytą L. Infeldo knygą „Evaristas Galua — die- 
vu išrinktasis“ (rusų kalba)!. 

Galua, beje, nagrinėjo beveik vien keitinių grupes, apie kurias kalbėsi- 
me 2.5 skyrelyje, o mums jau žinomą abstrakčiosios grupės sąvoką įvedė 
1854 т. anglų matematikas Arturas Kelis (1821 — 1895). Nuo 19 a. vidurio 
algebroje, iki tol nagrinėjusioje beveik vien algebrines lygtis, įsigali algebri- 
nės struktūros. Šimtmečio pabaigoje grupių teorijos idėjas jau imta sėk- 
mingai taikyti geometrijoje, mechanikoje, teorinėje, kristalų fizikoje ir 
daugelyje kitų mokslo sričių. Šiandien ši matematikos šaka — viena svar- 
biausių, plačiausiai pritaikomų. 


— 2.3. Grupių savybės 


Algebra nagrinėja grupes įvairiais aspektais: nustato bendrąsias jų 
savybes, išskiria grupes, pasižyminčias vienodomis savybėmis — izomor- 
fines grupes. Susipažinkime su paprasčiausiomis, visoms grupėms bendro- 
mis savybėmis, kurios pirmiausia išplaukia iš operacijos asociatyvumo ir 
komutatyvumo (arba nekomutatyvumo). 

Keturios pagrindinės grupių savybės G.I — G.4, nurodytos jas apibrė- 
žiant, kartais vadinamos grupių aksiomomis. Susipažinsime su kitomis 
savybėmis, kurios įrodomos, remiantis aksiomomis. Tai bus paprasčiausios 
savybės, kurias jau nuo seno žinome konkrečiais atvejais, pavyzdžiui, kai 
grupę (G, +) sudaro sveikųjų skaičių aibė Z su sudėtimi arba nelygių nuliui 
racionaliųjų skaičių aibė О\{0} su daugyba. Pasistenkite gerai suvokti čia 
pateikiamus samprotavimus, nes jie yra plačiai matematikoje taikomo aksio- 
minio metodo pavyzdys. Atkreipkite dėmesį į tai, kokie abstraktūs tie gana 
paprasti samprotavimai: mums visai nereikia žinoti, kas per aibė G ir kas 
per operacija ж joje apibrėžta! Žinome tik, kad toji operacija turi С.1 — 
G.3 (o gal ir G.4) savybes, ir dar žinome tai, ką jau esame įrodę. Čia ir rai- 
dės, ir operacijos ženklas — abstrakčiausi simboliai. 


1) Инфельд Л. Эварист [Галуа 一 избранник GoroB.— M.: Молодая гвардия, 
1960. 
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Trumpumo dėlei, kur tai bus patogu ir nesudarys neaiškumų, rašysime 
a + b= ab. 


1. Reiškinyje, sudarytame iš aibės G elementų, naudojant operacijos 
ženklą + ir skliaustus, rodančius veiksmų eilę, skliaustus galime išdėlioti 
laisvai arba visai praleisti, nekeisdami raidžių tvarkos. 

Pavyzdžiui, galime rašyti (ab)c=a(bc)=abc, nes (аБ)с=а(Бс). Taip 
pat samprotaudami, gauname (ab) (са) = ((ab)c)d= (abe)d=a((be)d)— 
=a(b(cd))=-..=abed. 

la. Kai (G, +) — komutatyvi grupė, reiškinyje, sudarytame iš aibės G 
elementų, naudojant operacijos ženklą + ir skliaustus, galime dar ir bet kaip 
kaitalioti vietomis raides. 


Pavyzdžiui, pažymėję 


а"=а а Фо © а, 


n 


turėsime lygybes 
(ab) =a" b", пЕМ. 


Ši lygybė analogiška kėlimo laipsniu taisyklei. Ją gauname šitaip. 
Kadangi a+b=bxa=ba=ab, tai 


(aby = (ab) (аБ) ... (ab)=abab ... ab=... аа ... а... b= 


(UWIRE 


=(aa ... а)... b)=a" b". 


2. Grupė turi tik vieną neutralųjį elementą. 

Įrodymas. Tarkime, еє С, ea=ae=a ir OeG, Oa=a0=a su 
kiekvienu aibės G elementu a. Kadangi e — neutralusis elementas, о ОЕ G, 
tai turi būti 


еӨ= Ө. (1) 
Kadangi © 一 neutralusis elementas, о e € G, tai ' 
еб = e. (2) 


Iš (1) ir (2) lygybių išplaukia, kad @=e. 

3. Kiekvienas grupės bazinės aibės elementas turi tik vieną simetrišką 
elementą. 

Įrodymas. Sakykime, ає G. Remiantis aksioma G.3, yra toks a'e G, 
kad aa'=a'a= O. Tarkime, kad yra dar bent vienas toks be G, kad ba= 
=ab= ©. Lygybę aa'= O „padauginę“ iš kairės iš b, gauname b (aa' F 
=b@. Pasinaudoję aksioma G.l O n). gauname (фа)а’= 
Kadangi ba=0, tai a'=b. 
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4. Jeigu elementai а, Б, ceG ir axb=axc, tai b=c. Jeigu b*a=c*a, 
tai b=c. 
Įrodymas. Lygybę 
a+b=ax*c 


„dauginame“ iš kairės iš elementui a simetriško elemento а’ ir gauname: 
а'*(а*Ь)=а' ж(а*с). 

Remdamiesi aksioma С.1, galime ją perrašyti šitaip: 
(а *а)*®=(а' *a) єс. 


Kadangi a'+a= O, tai Ox+b= Oxc ir b=c. 

Antrąją dalį įrodome taip pat, lygybę Бжа=с»а „padauginę“ 15 а’ iš 
dešinės. 

Ši, ketvirtoji, savybė vadinama prastinimo (iš kairės ir iš dešinės) savy- 
be. 

5. Paėmus bet kurią grupės bazinės aibės G elementų porą a ir b, lygtys 

b*x=a ir y*b=a 
turi sprendinius aibėje G, ir vienintelius. Be to, jeigu grupė komutatyvi, tai 
abiejų šių lygčių sprendiniai sutampa. 

Įrodymas. Lygties b+x=a sprendinys yra х=Ь’жае G, nes bs(b'+a) = 
=(b*b')wka= @*a=a (čia © — neutralusis elementas). Lygties y*b=a 
sprendinys уга y=a+b'€G, nes (axb')*b=ax(b'+b)=a+0=a (čia Б’ — 
elementas, simetriškas 5). Kad įrodytume, jog sprendiniai yra vieninteliai, 
tarkime, jog bsc=a. Šią lygybę „padauginę“ iš kairės pusės iš b”, gauname 

b'x(bac)=b' жа. 
Kadangi operacija + asociatyvi ir b'+5= ©, tai 
b'*(bxc)=(b'*b жс=®жс=с, todėl c=b' жа. 
Antrosios lygties sprendinio vienatinumą įrodome analogiškai. 
Jeigu operacija * nekomutatyvi, tai gali būti 
b'*azaxwb'.. 
"Tuo atveju lygčių sprendiniai bus skirtingi. 
Konkrečiose grupėse su konkrečia operacija + kalbamosios lygtys 
taip pat sukonkretėja. Pavyzdžiui, grupėje (Z, +) tai bus lygtys 
р-+х=а, у+б=а, 
o grupėje (0\{0}, ') — lygtys 
bx=a, yb=a. 
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Išvada iš 5 savybės. Komutatyvios grupės operacija turi atvirkštinę. 
Tai išplaukia iš pastarosios savybės ir atvirkštinės operacijos apibrėžimo. 

6. (a')'=a. Tai išplaukia iš lygybės a'*a= O ir simetriško elemento 
apibrėžimo. 

7. (а*Ь)' =:b'+a'. 

Įrodymas. Pažymėkime c= b'+a'. Tada 


(аж Б) +c=(a+b) +(b'" *a')=ax(b» b) жа =a x O +a' =ажа' =®©. 


А 


Pastaroji lygybė reiškia, Кай c=(a*b)'. Jeigu grupė komutatyvi, tai (axb) = 
=a'+b', nes b'*a'=a'*b'. 
Išvada iš 7 savybės. Iš pastarosios savybės išplaukia, kad 
(а +b+c)=c +b' жа’, 
(а+Бєс+4) =а4'+с *b'*a', ir pan. 


8. Apibrėšime „laipsnio“ („kartotinio“) sąvoką. Kai ne N ir ac С, 

pažymėkime 
а"=а+*а*...*а, а"=а’*а’*ж...*а’, а= 0. 
ыы л uu“ 
n n 

Veiksmų su „laipsniais“ taisyklės: 
а" жа%=а"+" ir (а”"=а"" su bet kuriais sveikaisiais skaičiais m ir п, 
(a"Y=a-". 

Įrodymas. Įrodysime lygybę a" *а"=а"+", kai m= —k, k ir n na- 
tūriniai и k>n. Remiantis apibrėžimu, 
а" sa =a жа =а kn... жа’ жаж...жа=а ж... жа = 


Я ВЕЕ 
k n k—n 


— а" k =а"Х" = а" +". 


Kiti atvejai (t. y., kai m= —k, k ir n natūriniai ir k <n, kai m ir n abu 
natūriniai, kai таг п abu neigiami sveikieji skaičiai) nagrinėjami analogiš- 
kai. 

Įrodysime lygybę (a")'=a-". Kai me Z, iš jau įrodytos lygybės turime 
am*a-m=am+(-m)—q0—=(@. Tai reiškia, kad (a"y =a7™. 

Įrodysime lygybę (a"Y=a"", kai m, ne М. 

Pagal apibrėžimą 


(a™)" = д" +a" x...+a"=a* ... жажаж... *жа*...жа*... *а= 


=а*жа*... *жа=а". 
ий 
тп 
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Kai m= —k, k, ne N, tai 
(а")" = (а-*ү' =Z ((а^)')” = (a*)-” = ((а^)") =a kn = gm". 
Kai n= —k, k, ТЕМ, tai 
(ау = (а")-* i (Fy = (ay =а-" =а””. 


9. Kai a ir b — komutatyviosios grupės bazinės eilės elementai, reiškinį 
ajb galima apibrėžti šitaip: 
alb=a+b'eG. 


Veiksmų su tokiais reiškiniais (jų „daugybos“ ir „dalybos“) taisyklės 
sutampa su žinomomis trupmenų daugybos bei dalybos taisyklėmis. Štai jos: 


9a. © жоу =(а* Б) + (с*4') = (а *с)*(' *@') =(ажс) (6+4) =. 
9b. (a/b) = bla nes + + 2 = = = (а * b) * (ржа) = (a x b)*(b'* q')= 
=а* (b +5’) жа’ =а*Оза' =a+a'"=0. 
9с. L, nes чт (а«а) (6с) = (а*4)»(6' кс) = (аж) 
ГА ГА A V + 5’ 
+ (d * c')= (a * b’) * (c * d')' = — . 


Pastaba. Kai += -, reiškinys a/b=ab-! turi tą pačią prasmę, kaip ir 
vidurinės mokyklos algebroje. Tačiau kai += +, tai 


a/b=a+b'=a4+(-b). 


Siūlome skaitytojui perfrazuoti 9а — 9с taisykles tam atvejui, kai += +, 
Ir jas išvesti. 


2.4. Pogrupiai. Ciklinės grupės 


Kai kurias grupes sieja savotiškas glaudus ryšys — vaizdžiai kalbant, 
jos tarsi „įdėtos“ viena į kitą. Kad būtų aiškiau, pradėkime nuo pavyzdžių. 

1. 1.2 skyrelio pirmame pavyzdyje nustatėme, kad aibėje Z, = {тА ke 
eZ), me N, galima atlikti sudėtį и atimtį. Kadangi sveikųjų skaičių sudėtis 
yra komutatyvi, asociatyvi ir Оє Z,, nes 0=m · 0, tai struktūra (Zm, +) 一 
komutatyvi grupė su kiekvienu natūriniu skaičiumi m. Tačiau Z„CZ, ir 
sudėtis aibėse Z ir Z, — tas pats veiksmas. Iš to išplaukia, kad grupė 
(Z,, +) yra grupės (Z, +) dalis. Sakysime, kad grupė (Zm, +) yra grupės 
(Z, +) pogrupis. Kaip matome, grupėje (Z, +) yra „sudėta“ be galo daug 
grupių 一 grupė (Z, +) turi be galo daug pogrupių (Zm, +), m=2,3,4,... 
Pastebėsime, kad Z,=Z, kai m= 1. Kadangi, kai n=mt, Z,cZ,„, tai šiuo 
atveju grupė (Z,, +) taip pat „įdėta“ į grupę (Zm, +) — yra jos pogrupis. 
Pavyzdžiui, grupė (2, +) yra grupės (Z,, +) pogrupis. 
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2. Panagrinėkime taisyklingojo šešiakampio posūkius apie savo ašį 
priešinga laikrodžio rodyklės sukimuisi kryptimi kampais, kurių didumas 
yra = kartotinis. Pažymėkime R, posūkį kampu, kurio didumas yra 
k. = , k=0, 1, 2, 3, 4, 5. Aibėje R,= (R,, Ris В», Ros Ва, К} posūkių kom- 


pozicija * yra algebrinė operacija. Tai matyti lentelėje 


* № | R, К, R. R, R; 
Ro Ro R; R, R, R, R; 
R, R, К, К, R, № R, 


| 
ыыы 
Ыыы 
~ | е А 
ыыы 
ыыы 
ыыы 


R, R; R, R; R, R, R: 
Ra R, R, Ко R, R, R, 
R; | R | R | В, | К, | Е, | R, | 


Posūkių kompozicija komutatyvi ir asociatyvi, yra neutralusis posūkis 
R, ir kiekvienam posūkiui R, atvirkštinis (simetriškas kompozicijos at- 
žvilgiu) posūkis R; „(tai matyti lentelėje), todėl struktūra (К,, +) — ko- 
mutatyvi grupė. Panagrinėkime aibės R; poaibius 

RP = { К, R,) Ir RØ = í Во, R., К. }. 


Kaip matome lentelėse 


Jele] Taja] 
Ro | Ro | R, Ir Ro | R, | К, | R, 
К, R, | R, R, R, | R, | R, 

R, R, | К, x R, 
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struktūros (А5), ж) іг (А02), +) yra grupės. Kadangi Ré) c R, и Вс R,, 
tai šios grupės „įdėtos“ į grupę (№, ж), — yra jos pogrupiai. 
3. Nagrinėsime aibę 


дер 
n-jo laipsnio vieneto šaknų aibę. Tie, kas nežino kompleksinių skaičių, 


gali laikyti šią aibę aibe taškų e,, kurių koordinatės yra 


| 2Ктс 。 2k. ) 
COS —— >; SIn —- 
n n 


ег = cos 2 + sin Ar, k=0,1,..., n=l Блу. 


(žr. pavyzdį 1.4 skyrelyje). Kadangi, remiantis kompleksinių skaičių dau- 
gybos taisykle, 
+isin 


ек е, = COS 


— = k+ e (mod n) Е y, (1) 


2(К+1)т 

п 
(užrašas a (mod n) reiškia skaičių a, kai 0 <а<л, и a—n, kai azn), 1= 
一 CoE V, IT 


+ iSin AD ee V, 


er! = cos 2-ю 
tai nagrinėjamoji aibė uždara daugybos atžvilgiu ir kiekvienas elementas 
turi joje simetrišką elementą. Vadinasi, struktūra (V,, ) 一 komutatyvioji 
grupė. Ji vadinama n-ojo laipsnio vieneto šaknų grupe. Vėl gauname be galo 
daug grupės pavyzdžių, nes galime imti 2=1, 2, 3, ... 

Раёте, pavyzdžiui, n= 6, turėsime šeštojo laipsnio vieneto šaknų gru- 
ре (Ve + ). Šiuo atveju (1) daugybos taisyklę galima pateikti lentele 


| е, | ez ез е4 
| | 
—— | 
eo eo а aj E | © 
| | 
1 1 
е, е, | еә | ез | е4 x е5 | eo | 
сета таза 
е, е, | е; | е, | е; x е, x e; 
人 
Га | 
és ез | Ca x е5 | ео е, | е, 
БШ Е АНЕ ИНЕ ЖИК НАЕ i 
| ' | 
C4 ед | €5 | ео | е, | ез | ёз 
l 
| 
és 25 ео е, | ез ез | е4 
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Panagrinekime aibės И, poaibius Р! = {feo ез} ir V@ = {ep е, е). 
Kadangi 


ео ea eo MII£QUƏII е, x е, 

с. ео ёз 1r €o ео | ез араа е 

ез ез Фо x Ca ез ПиН ба x Co 
е, ег aleja ё› ез ыыы 


tai struktūros (Р, .) и (ҮЭ, .) yra grupės, „įdėtos“ į grupę (Ve, >), 一 
yra jos pogrupiai. (Nesunku įsitikinti, kad Р) yra antrojo laipsnio, o 
у? 一 trečiojo laipsnio vieneto šaknų aibė.) 

Siūlome įsitikinti patiems, kad visais atvejais, kai л dalijasi iš m, grupė 
(Fm `) уга grupės (V,, +) pogrupis. 

4. Teigiamų racionaliųjų skaičių aibė О, su daugyba yra grupė. Pa- 
nagrinėkime jos poaibį 

{а"|теЁ}; 

čia a 一 teigiamas fiksuotas racionalusis skaičius. Kadangi а" . а" = а" +", 
1 = @0, (amy-1=a-m, tai struktūra 

(a)=($a" | meZ}, +) — grupė. Pastaroji yra teigiamų racionaliųjų 
skaičių multiplikatyviosios grupės (Q ,, -) pogrupis. 

Grupės (G, +) pogrupiu vadinama kiekviena grupė (G,, +), jeigu G, < G. 

Jeigu grupės (G, +) neutralusis elementas уга ©, tai struktūra (©) = 


=((0), =) taip pat yra grupė — grupės (G, +) pogrupis, nes @*@=@ ir 
O'=0. Šis pogrupis vadinamas vienetiniu pogrupiu. 


Grupė, neturinti kitų pogrupių, išskyrus vienetinį, vadinama pirmine 
grupe. 

Įdomios, nors ir labai paprastos, yra ciklinės grupės. Išsiaiškinkime, 
kas tai per grupės. 

Imkime grupės (G, +) bazinės aibės G elementą a. Pažymėkime 
a'=a xax ... +a(čia neN), а=0 ir a""=a' =a +... жа (Čia taip 
pat ne N). Kadangi pagal 7 savybę 

а" *а"=а"*", (amy=a- 
tai struktūra 
(а)=({а” | m eZ), +) yra grupė 一 grupės (G, +) pogrupis. 
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Grupė (a) vadinama cikline grupe, generuota elemento a. 
Pastaba. Tuo atveju, kai += +, turėsime 


а"=а+а-+ ... +a=n:a, 
rs. s 
n 
a-"=a+a+...+a=(—a)+(—a)+...+(—a)= -n-a, пЕМ. 
A EAS) RES 


n n 


Aišku, kad, paėmę bet kurį grupės bazinės aibės elementą a, galėsime 
sukonstruoti jos ciklinį pogrupį (a), generuotą šio elemento. Kai kada šis 
pogrupis sutampa su pačia grupe — yra netiesioginis. Paėmę neutralųjį 
grupės elementą, kaip jau matėme, gauname vienetinį pogrupį. 

Pavyzdžiui, nesunku patikrinti, kad visos šiame skyrelyje nagrinėtos 
grupės, išskyrus racionaliųjų teigiamų skaičių multiplikatyviąją grupę 
(Q+, -), yra ciklinės. 

Štai, grupė (7, +)=(m) — ciklinė grupė, tą aiškiai matome iš aibės 
Z,, konstrukcijos ir pastabos. 

Grupė (R,, -) — taip pat ciklinė. Ją gali generuoti ne vienas elementas. 
Kad tai išaiškėtų, raskimę visų šios grupės elementų generuotus pogrupius. 

Kadangi К+ А, = R, (R, — neutralusis elementas), tai (К) 一 viene- 
tinis pogrupis. 

Pasinaudodami lentele, gauname: 

К = R,, R3= R, * R,= К, todėl R;= R,. Ršk+r= R}, O<r<2. Ka- 
dangi Е = R, tai К" = А”. Tačiau Rž= R,, {= R, todėl R-3*+7 = R}, 
О<г< 2. Taigi { R| me Z) = í К, В, В} ir (R)=(RP, -)# (Re -). 
Pogrupis (R) nesutampa su grupe (№, -) | 

Raskime pogrupį (R3): 

Е? = Ко, todėl А = R}, и Ržk*"= R; 26+" = Rs, 0<r<1. 

Taigi (Rt|meZ)=( В, Rs} ir (R) = (А0, +) + (Re, +). 

Raskime (А, ). Kadangi Rž= R}, Rš= R,, Кї= R,, Rš=R,, R =R, 

R; = R;, tal 
{R5 тє )= F,, Ris, К, Кз, Ra, К, } ir (К) = (В, *). 

Paliekame skaitytojui pačiam įsitikinti, kad (R,)=(R,) и (R,)= 
(Re, +). 

Šie faktai turi vaizdžią geometrinę prasmę. Sunumeruokime taisyk- 
lingojo šešiakampio viršūnes. Sukdami jį kampais, kartotiniais 57/3, gau- 
sime visas šešias galimas šešiakampio padėtis. 2 paveiksle parodyta ro- 
dyklėmis, kokioje padėtyje atsiduria šešiakampis, paveikus atitinkama 
transformacija. 
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5 5 5 2 
| | (> 
2 J 9 6 
3 pav. 


Sukdami šešiakampį kampais, kartotiniais 37/3, gausime tik dvi iš 
galimų šešių jo padėčių. Tos padėtys ir atvaizduojančios į jas transfor- 
macijos taip pat parodytos 3 paveiksle. Jeigu šešiakampį suksime kam- 
pais, kartotiniais 27/3, tai gausime kitas tris jo padėtis, parodytas 4 pa- 
veiksle. 
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И: У. 


6 
4 рау. 


Siūlome įsitikinti patiems, kad grupės (V,, -) su visais пЕМ, taigi ir 
grupė (Ve, +), yra ciklinės. Patariame tuo tikslu rasti pogrupį (e,). Grupei 
(V;, -) turite gauti: 


(е0) = (1) 一 vienetinis pogrupis, (e,)=(e5)=(Vs, `), 
(ег) = (е)=(7®, -)*( Vs, +), (ев) = (И60, -)=* (Ив, +). 


Kiekvienas ciklinės grupės pogrupis yra taip pat ciklinė grupė. 
Remdamiesi pastarąja teorema, galime teigti, kad grupė (Rẹ ·) neturi 
kitų pogrupių, be aukščiau nurodytųjų. 


2.5. Lagranžo teorema 


Dabar pakalbėsime apie ryšį tarp pačios baigtinės grupės ir jos pogru- 
pių elementų skaičių. 


Grupės (G, +) bazinės aibės G elementų skaičių vadiname tos grupės 
eile ir žymime E(G). 


Pavyzdžiui, prisiminę 2.3 skyrelį, galime konstatuoti: Е(РА,) = 6, 
Е (К) =2, Е (Е) = 3, Е(У,) =n. Matome, kad grupės (Rẹ, +) eilė 
6 dalijasi iš jos pogrupių (кр, .) ir (В, <) eilių 2 ir 3. O ar gali šeštosios 
eilės grupė turėti pogrupį, kurio eilė būtų 4? Į šį klausimą galėtume atsa- 
kyti, išnagrinėję visus šios grupės bazinės aibės poaibius, turinčius po ke- 
turis elementus. Tokių poaibių skaičius lygus Сё =15, ir reikėtų patik- 
rinti, kurie iš jų yra pogrupiai. Deja, kai grupės eilė — didelis skaičius, 
tai būtų praktiškai neįmanoma dėl poaibių gausumo. Todėl reikia Žinoti 
atsakymą į apibendrintą klausimą: ar gali baigtinė grupė (G, *) turėti to- 
kį pogrupį, kurio eilė nebūtų grupės eilės E(G) daliklis? 
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Truputį kantrybės, ir patys gausime tą atsakymą! Beje, kad būtų pap- 
rasčiau, Visur rašysime 
a*b=ab. 
Sakykime, kad grupės eilė E(G) = n, о (H, *) yra jos pogrupis, kurio 
eilė Е(Н) = k. Tarkime, H= įh,, hə, ..., hk}. Sudarykime aibę 


Не = (h, g, h, g, ..3 hg): 
čia geG. Pavadinkime ją gretima klase pogrupiui (Н, +), generuota elemen- 
to g. Šios aibės — gretimos klasės — turi šitokias savybes: 
1. Kiekvienoje gretimoje klasėje Hg yra k elementų — tiek, kiek jų yra 
pogrupio bazinėje aibėje Н. 
2. Jeigu geH, tai Hg= Н. 
3. Paėmus bet kurią porą elementų g, ir g, iš G, bus arba Не, = Не», 


arba Hg, п Hg,= Ø, t. y. dvi gretimos klasės arba sutaps, arba neturės 
bendrų elementų. 


Įrodymas. Pirmąją savybę įrodome šitaip. Tariame, kad kokie 
nors du gretimos klasės Не elementai h,g ir hag yra lygūs, ir lygybę „pa- 
dauginame“ iš dešinės iš g' (elementui g simetriško elemento). Gauname: 


h, gg'=hsgg', hO=h,O, h =h. 


Kadangi +,>h,, tai ir h,g £h,g. Gavome prieštaravimą: vadinasi, prie- 
laida klaidinga. Todėl visi aibės Hg elementai yra skirtingi — jos elementų 
skaičius lygus Е(Н) = k. 

Jeigu geH, tai su kiekvienu AeH bus hgeH, vadinasi, Hg= H. 


Trečiosios savybės įrodymui tarkime, kad dvi gretimos klasės Hg, 
ir Не», g, # 82, turi bent vieną bendrą elementą с. Kadangi ceHg,, tai jis 
turi būti šitokio pavidalo: c=/A,g,, h,eH. Kadangi ceHg,, tai с = hgs, 
ЙЕН. Lygybę 

h, 81 = h; go 
„padauginę“ iš kairės iš л! ЕН (elementui A, simetriško elemento), gauna- 
me: 
h; h, у= В, 8, g. = (hi А») 82- 
Todėl 
hg, = (hhi Въ). 

Tačiau h hi h,e H, todėl kiekvienas aibės Hg, elementas priklauso ir Hg,. 
Vadinasi, 

Hg, < Hg. (1) 

Lygybę 

hı g, = h, g; 


„padauginę“ iš kairės iš h; (elementui A, simetriško elemento), gauname: 
hz hı gı = (0 ho) 8», (h; hi) g1 = 82- 
Todėl su kiekvienu he H 
hg; = (Л hz h,) g) € Нал, 
Hg, <На). (2) 


Iš (1) ir (2) sąryšių išplaukia, kad Нр, = Hg. 
Nustatėme, kad gretimos klasės Hg, ir Нео, turinčios bent vieną bendrą 
elementą, sutampa. Šis teiginys ekvivalentus trečiajai savybei. 
Kiekvienos grupės bazinės aibės G elementas g priklauso kuriai nors gre- 
timai klasei, būtent geHg. Tuo įsitikiname šitaip: 
g=0-g ir OeH, todėl ge Hg. 


Iš gretimų klasių savybių ir pastarojo fakto išplaukia, jog grupės ba- 
zinėje aibėje G yra tokie elementai 81, 8, ..., Ят kad teisinga lygybė 


G= Hg, U Hg, U ө. U Hgm, 


ir kiekvienos dvi gretimos klasės šioje sumoje neturi bendrų elementų. 
Pagal kombinatorinę sudėties taisyklę (nesusikertančių aibių sumos ele- 
mentų skaičius yra lygus dėmenų elementų skaičių sumai) turime: 


п=К+А+... + К Кт. 


ML“ 
т 


Tad įrodėme teiginį: 

baigtinės grupės eilė dalijasi iš kiekvieno jos pogrupio eilės. 

Šis teiginys vadinamas Lagranžo teorema žymaus prancūzų matema- 
tiko Ž. L. Lagranžo (1736—1813) garbei. Tai — viena svarbiausių baig- 
tinių grupių teorijos teoremų, su jos pagalba įrodomi ir kai kurie skaičių 
teorijos faktai. 

Dabar galime drąsiai teigti, kad šeštosios eilės grupė neturi nei ketvir- 
tosios, nei penktosios eilės pogrupių. 

Iš Lagranžo teoremos išplaukia, kad grupė, kurios eilė yra pirminis 
skaičius, neturi tiesioginių pogrupių. Vadinasi, jeigu E(G) — pirminis skai- 
čius, tai grupė (С, ж) — taip pat pirminė. 


2.6. Keitiniai ir jų grupės 
Pradėsime nuo matematikoje labai svarbios keitinio sąvokos. 


Keitiniu vadinamas baigtinės aibės abipus vienareikšmis atvaizdis 
(bijekcija) į save. 
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Kad būtų aiškesnė pati keitinio sąvoka ir jo užrašymo būdas, panagri- 
nėkime kelis pavyzdžius. 
1. Yra tik dvi aibės {1, 2) bijekcijos į save: 
12 1 2 
1-11 H Ss,— Į]. 
1 2 2 1 


Jas žymėsime šitaip: 


к 1) 
Li. о ру 


Pastarasis žymėjimas labai aiškus: kiekvienas antrosios eilutės skaičius — 
virš jo esančio skaičiaus vaizdas. Suprantama, tuos pačius atvaizdžius 
galime užrašyti ir šitaip: 


2 1 2 1 
А: 11 7А 


2. Aibę (1, 2, 3) galima abipus vienareikšmiškai atvaizduoti į save 
šešiais būdais: 


1 2 时 {1 2 >) (123 
$1 = ? $2 = ? 5з = ? 
1 2 3 „213 \1 3 2/ 

/1 2 ') l 2 >) 123 
“713 2 177 т ТО 


(Čia, kaip ir pirmajame pavyzdyje, antrosios eilutės skaičiai — virš jų 
esančių skaičių vaizdai.) 
3. Aibės (1, 2, ..., п} kiekviena bijekcija į save (keitinys) yra toks at- 
vaizdis 
12 n 
$ — Į Į ы Į ? 


т, т» Mn 


kad {т, Mz, ..., Ma} = {1, 2,..., п}. Praleidę rodykles, šią bijekcija 


užrašome: 
l 2 mas A ) 
5 = ° 
mı тә @ s. т, 


Skirtingų keitinių bus tiek, kiek yra skirtingų būdų skaičiams 1, 2,..., n 
išdėstyti eilute. Vadinasi, keitinių skaičius yra lygus n elementų kėlinių skai- 
čiui, t. у. n!=1-2-3-...-n. 
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п elementų turinčios aibės keitinys (bijekcija į save) vadinamas n-ojo 
laipsnio keitimu. Tokių keitinių aibę Zymime o,. Si aibė turi п! elementų. 


Kadangi visai nesvarbu, kokia tvarka skaičiai i atvaizduojami į skai- 
čius m, tai kiekvieną n-ojo laipsnio keitinį galime užrašyti įvairiai. Turė- 


sime 
1 2 ... n I: ly ois 4 
Ss = \_ ; 3 2 \ ? 
т, т... т/і Nk, №... k, / 
i i 
jei kiekvienam dvejetui (， yra lygus dvejetas | К ). Pavyzdžiui, 
i | t 
antrojo pavyzdžio keitinį 55 galime užrašyti šitaip: 


e |, 2 зү (2 1 1) 1 з (1 2 ly 


\2 3 1/ 13 2 2 3 2/ ` 


4 i 
2 1 3/ \3 T 27: 


Taigi kiekvienas 3-ojo laipsnio keitinys užrašomas 6=3! skirtingais būdais. 
Kiekvieną n-ojo laipsnio keitinį 
( 2... М 
\ т ть... m, 
galima užrašyti п! skirtingų būdų, nes п stulpelių-dvejetų galima perstati- 
nėti tiek kartų, kiek yra п elementų kėlinių. Aišku, jog kiekvieną n-ojo 
laipsnio keitinį galėsime užrašyti taip, kad pirmoji (arba antroji) eilutė bū- 
tų ta, kuri mus domina. 
Dabar įvesime keitinių aibėje algebrinę operaciją. Aibėje с, daugyba 


vadinsime keitinių kompoziciją, t. y. nuoseklų keitimų atlikimą. Forma- 
liai šią daugybą galime apibrėžti šitaip: 


+ 1 2 ол) m, m, ... т, 
124 т m, ... т.і’ = ki ky ъз; ku Д, 
tai 


ны (1 @ ы м) (т: m вв 2 п\ 


т m, ... mMm] Nk, k, ... k, / ХЕ kg... k, /` 
Pavyzdžiui, aibės cs keitinių s, ir 55 sandauga randama šitaip: 


ahol, 2 C 2 39 1 2 3 (21 пе 


2 1 3 2 3 1/ \2 1 3/ „3 2 1 


27) 
7\3 2 1/ 
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Analogiškai toje pačioje aibėje 


һаа 3 2) (а оа) з 2) 6з а 2) 


+š. 
-(; T 


Išsiaiškinsime, kokios savybės būdingos n-ojo laipsnio keitinių daugy- 
bos operacijai. 


1. Keitinių daugyba nėra komutatyvi, kai n > 3. 
Kad tuo įsitikintume, sudauginkime keitinius 


12 3 В. . 1 2 3 4...nN 
1713 2 | n) № s= 41 з 4 ... n/' 


4 2 
L 2 3 4...n (3214 M 
3 1 4...nj' 2 1 4.a)” 


1 2 3 Šakos 
4123 1 4... п/' 


1234 MN 3 2 гм 
1302 4...n/ N3 1 2 4...п/ ” 


ir 


A 


1 2 3 W 
3 1 2 4...n/' 


Aiškiai matome, kad s;s, 3 5251. 
2. Keitinių daugyba yra asociatyvi. 
Bet kurie n-ojo laipsnio keitiniai 51, 52 ir 5з tenkina lygybes 


Gais 1 2 44478 J т. ... мы | 
\т m, ... m, k, Kk, ... K, 

(5 k, e.e 3 (+ 2 ss ") ( Е, вая ką) 
NE те kresk NE Арыз Жу” 
(， 2 
mit 
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L. 27 мыз ") т m, es. m, 
пиг pp т... т, | m k, es. K, 


(А ka wti м -(, 2 къз ") т m, ... 
I I D ase fi т m, ... т | l 1%... 


( L 2 aran ) 
АМ, ЧБ КУ 
Vadinasi, (5, S2) S3 = s, (S2 S3). 


3. Egzistuoja neutralusis daugybos atžvilgiu Кейіпуѕ. 
Imkime keitinį 


1 2...п M, то... m, 
ө-( )= ( ре; \ 
\1 2...п т, m, ... т„/ 
іг padauginkime iš jo bet kuri n-ojo laipsnio Кейт 
| L 2. sse N | 
5 = А 
т, m, ... m, 


Turėsime: 


( 1 2 e o è 7 \ ( т: т» @ ө è m, ) ( 1 2 оо 
50 = 2 
т, т, е е e m, / т, т. ооо m, mi m, е 


¢ "hapa б 2 544 r) L. 2 ghi 
Os = = 
1 2 ... Л mı Mo о оо Mha т: т, e ө е 


Taigi keitinys © yra neutralusis daugybos atžvilgiu. Jis vadinamas viene- 


tiniu, arba tapatinguoju keitiniu. 


4. Kiekvienam keitiniui galima rasti simetrišką daugybos atžvilgiu kei- 


tinį. 
Keitiniui 


$ = 


„ 


Ь 2 Gas A 
simetriškas keitinys yra 
т т... m, 
„-(” 2 жез мі! 


4° 


51 


m, == И Soho sp т, не, 
S'S = = = 6), 
К ОЕК A т то... m, т m, ... m, 


1 2 ... A m, m, ... m, | Zaart 
(i LG нь 
т m, ... m, l 2 ... n 1 (2 gs Й 

Iš įrodytųjų keturių savybių išplaukia, kad struktūra (с„, ·) turi grupių 
savybes G.1 — G.3, bet neturi savybės С.4. Tai reiškia, kad ši struktūra 
yra nekomutatyvioji grupė. 

Grupę (c°) vadinsime n-ojo laipsnio simetrinė grupe и žymėsime su- 
trumpintai с,. Kiekvieną jos pogrupį vadinsime n-ojo laipsnio simetrinės 
grupės pogrupiu. 

Gavome be galo daug konkrečių baigtinių 'grupių 'с,, п=2, 3,..., 
kurios, pradedant grupe os, yra nekomutatyvios. Atkreipkite į tai dėmesį: 
tai juk pirmas atvejis, kai mūsų nagrinėjamos konkrečios grupės neturi 
G.4 savybės! 


Sudarykime trečiojo laipsnio simetrinės grupės с. daugybos lentelę 
ir raskime visus jos ciklinius pogrupius, kad įsitikintume, jog ši grupė 
nėra ciklinė. Tuo tikslu, pasitelkę truputį kantrybės, apskaičiuokime vi- 
sas sandaugas s, sy, i, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 


5151 51, 5150 = 59 57 = 55, S1 Si = S S15 Sis i=3, 4, 5, 6. 


l 2 3 кл. 3 1 2 3 
SV 2 3 == 51, 59 53 = 3 12 =S 2 34 一 231 = 55, 
123 123 
5а 55 一 3 2 1 = 54, So 56 = 1 3 2 = 53. 
l 2 3 L 2 3 l 2 3 
53 $2 = 2 3 1 = 55, S3 S3 = 1 2 3 = Sis 53 Sa = 3 1 2 = Sa, 


l 2 3 123 
Ssss=| a | з]=5 5856—03 ә 1/7% 


5452 =56, S4 S3 = Sg, 5454=51, 54 5553, 5456 = 59. 

555353, 5553=54, 56554=5% 55565 =5% 5% 56 Si 

Se S2 = Sas 5653558, 5654=53, 5655 =51, 56 56 =55. 
Sudarome lentelę 
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。 | 51 | 53 | 53 | 54 | 55 x 56 
Sı | 51 Malaja) 5% | 53 | Sa x 55 НИНЕ 5% 
53 53 | 51 | 56 x 55 x 54 x 53 
53 S3 | 58 | SI | 55 x 5, x Sa 
54 СА «| 5; | 55 | 51 | 5; x 53 
5; 55 „| 53 | Sa | 5, x 58 | 51 
5% 5% | 54 | 53 $s Е x 5 


Kaip matome, lentelė nesimetriška 一 daugyba nekomutatyvi. Naudo- 
damiesi lentele, lengvai randame visus ciklinius pogrupius. Kadangi s, 一 
neutralusis elementas, tai (s,) — vienetinis pogrupis. Kadangi 5,5,= $1, 
tai (5) =( {S1 52}, `) yra tiesioginis С š pogrupis. Analogiškai randa- 
me (5з) = (191, 52257), (s) = (5, Sa}, +). Šie pogrupiai irgi nesutampa su 
grupe оз. Kadangi s, 55 = 58, SÈ = Se 55 = 51, tai (55) = (56) = (1515 55, 56}, +) 一 
tiesioginis grupės сз pogrupis. Todėl grupė c, nėra ciklinė. 

Įsitikinome, kad simetrinė trečiojo laipsnio grupė с; yra nekomuta- 
tyvioji ir neciklinė. 


2.7. Grupių homomorfizmai ir izomorfizmai 


Abstrakčios apibendrintos sąvokos patogios tuo, kad su jų pagalba 
išreikštos tiesos tinka daugybei konkretesnių atvejų. Tokia ir nagrinėja- 
moji grupės sąvoka. Esama grupių, turinčių labai panašią struktūrą ir 
dėl to vienodas savybes. Kaip gi tas „panašuolęs“ išrinkti, atpažinti? 
Čia padeda vadinamosios homomorfizmo ir izomorfizmo sąvokos. Kad 
būtų lengviau jas suvokti, pradėkime, kaip jau daug kartų darėme, nuo 
pavyzdžių. 

1. Imkime iš 2.3 skyrelio antrojo pavyzdžio grupę (№, =) 一 taisyklin- 
gojo šešiakampio posūkių grupę ir iš to paties skyrelio trečiojo pavyzdžio 
grupę (Из, -) — vieneto trečiojo laipsnio šaknų grupę. Atvaizduokime ai- 
bę В; į aibę V, šitaip: 


J: Roe К, — es, 人 2 一 el 人 3 一 eo， R, ,— es, Ке. 
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Pasinaudodami šių grupių operacijų lentelėmis ir funkcijos f apibrėžimu, 
apskaičiuokime visų „sandaugų“ А, ж R, vaizdus. Gausime: 

Л (Ro * Ro) = f (Ro) = £0 = €0 * ex = f (Ro) f (Ro); 

f (Ro * В,) = (R1) = eg = eo* e; = f (Ro) - f (R3); 

Jf (Ro * R,)=f(R,)=e,= e0 е, = (R): J (R;); 

f (R, ж Ra) =f (Ку) = ео = еу es = f (Ко) f (К); 

f (Ro * Ва) = f (Ra) = es = es ° e, = f (Ro) * f (Ra); 

J (Ro = R5) = f (R;)= e, = eos е, =f (R): f (К); 


(К, ж R)=f(R,)=e,=es-e,= (Ку): f (Rd); 
f (R, * К) =f (R3) = eo = €20 e1 =f (R,)- f (Ку); 
/ (R, * Ку) = (Ка) = ез =е*в = f (R))- f (Ку); 
Jf (R, ж R) = (R,)= e, = ez°e3=f (Е,) J (Ка); 
f (R, * К) =f (Ro) =e, = 2z 424 =f (R1) ° f (К); 
J (Ra * Ra) =f (К) = e2 = €39 в =f (К): f (R3); 
J (R: + Ку) =f (К) = e, = е,» e0 =f (КЕ). f (R3); 
J (R,* В) =f (Ro) = e0 = €40 e3 =f (R,)* f (R; 
J (R,* Re) = (R,)=es= 04-04, = J (R) / (К); 
J (R; * Ку) =f (Ro) = e0 = e0820 =f (К), f (Ку); 
J (Rs + №) = (К) =е, = e0823 =f (Ку) * f (R); 
f (R, * Rs) = f (Ra) = е, = се e, =f (Ra) ° f (Rs); 
J (R, * Ra) =f (Rs) = £4 = €z ° e2 =f (К), f (К); 
f (RI * Ro) =f (Кз) = e0 = e1 е =f (Ra) ° f (К); 


Jf (Re * Rs) =f (Ri) =e, = ее = (Re): f (Ку). 


Kadangi šių grupių operacijos + ir • yra komutatyvios, tai kiekvienai po- 
rai R,, R, turime lygybes 


f (R, = R)=f(R))-f (R), i, j=0, 1, 2, 3, 4, 5. 
Taigi nustatėme, kad funkcija f turi savybę 
R, + R, >f (R) f (Rp. 


Tai rodo, kad grupėms (R,, +) іг (Из, -) būdingas tam tikras struktūrinis 
panašumas, nors jų algebrinės operacijos yra skirtingos — posūkių kom- 
pozicija ir skaičių daugyba. Sitoks panašumas vadinamas Aomomorfiz- 
ти. 
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2. Grupės (Z, +) bazinę aibę Z atvaizduokime į grupės (Z,, +) (їг. 
6 psl.) bazinę aibę Z, šitaip: 


т 一 一 2m. 
Turėsime: 
ф(т+п) = 2 (т+ п) = 2т+ 2п=Ф(т) +9 (n). 


Iš to matome, kad funkcija с turi analogišką savybę, kaip 1 pavyzdžio 
funkcija f, — kitokie tik operacijų ženklai. 

Jeigu (G, +) ir (G,, 四) yra grupės, tai aibės G vienareikšmį atvaizdį 
f į aibę G, vadiname grupės (G, +) homomorfizmu į grupę (G,,@ ), kai 
kiekvienai aibės G elementų a ir b porai 


J (а +b)=f (a) 8 f (b). 
Abiejų nagrinėtų pavyzdžių funkcijos yra homomorfizmai. 


Abipus vienareikšmis grupės (G, +) homomorfizmas į grupę (©,, ©) 
vadinamas grupės (G, +) izomorfizmu į grupę (С,, ©). 


Kaip matome, ir homomorfizmas, ir izomorfizmas yra funkcijos, ku- 
rios vienos grupės bazinę aibę atvaizduoja į kitos grupės bazinę aibę. 
Skiriasi jos tuo, kad izomorfizmas yra bijekcija, t. у. apibus vienareikšmis 
atvaizdis, o homomorfizmas — tik vienareikšmis atvaizdis. Taigi ne kiek- 
vienas homomorfizmas yra izomorfizmas. Pavyzdžiui, antrojo pavyzdžio 
homomorfizmas yra grupės (Z, +) izomorfizmas į grupę (Z2, +) (kodėl?), 
о pirmojo pavyzdžio homomorfizmas nėra izomorfizmas, nes funkcija 
К, V, nėra bijekcija. 

Jeigu funkcija f yra grupės (G, ж) izomorfizmas į grupę (Gy, R), tai jai 
atvirkštinė funkcija f' yra grupės (G,, ©) izomorfizmas į grupę (Ст, +). 

Įrodymas. Kadangi f yra bijekcija, tai egzistuoja jai atvirkštinė fun- 
kcija f“, kuri taip pat yra bijekcija G, => G. Patikrinkime, ar ji turi Sa- 
vybę š 

f (а, ®@Ь,)=/ (a) * f° (b). 
Imkime bet kuriuos du aibės G elementus a; ir b,. Aibėje G yra du tokie 
elementai а ir b, kad f(a)=a,, f(b6)=b,. Kadangi 
f'(a)=f' (f (0))=a, /' b)=f (7) =, 


tai 

S'ab) =f’ (FADS H) =f (/ (а + Ьу) =а *Ь=//' (а) + f (b), 
ką ir reikėjo įrodyti. 

Tuo nustatėme teiginį: jeigu yra grupės (G, +) izomorfizmas į grupę 
(Gy, ©), tai yra ir grupės (G,, ©) izomorfizmas į grupę (G, +). Todėl, kai 
egzistuoja grupės (G, +) izomorfizmas į grupę (G;, G), šios grupės vadi- 
namos izomorfiškomis. 
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Štai dar pora pavyzdžių su pažįstamomis grupėmis. 
3. Įsitikinkime, jog grupės (Re, +) ir (Fs, `) yra izomorfiškos. Tuo tiks- 
lu panagrinėkime šitokią funkciją: 


f 
Ri 一 el i=0,1, 2, 3, 4, 5. 


Ši funkcija yra bijekcija — tą matome iš apibrėžimo. Kadangi R, * R, = 
= Rr (mod 6) (tą matome lentelėje) ге, · e; = Ek +I (mod 6); tai 

J (R, + R) =f (Кєз (тоа 6)) = ёк-ы (mod 6) = ëk 6; = f (Rò -f (Rp. 
Todėl ši funkcija yra iz0morfizmas. 

Atidžiai peržvelgę grupių (Вь, +) ir (V,, `) operacijų lenteles, lengvai 
pastebėsime, kad jos sudarytos pagal tą patį dėsnį — skiriasi tik raidės 
ir operacijų pavadinimai: pirmuoju atveju tai šešiakampio posūkių kompo- 
zicija, antruoju — vieneto šeštojo laipsnio šaknų daugyba. 

Siūlome įsitikinti patiems, kad yra izomorfiškos 2.6 skyrelio grupės 
(S2), (5з), (54) ir 2.4 skyrelio grupės V, іг $). 

4, Struktūra (R, +) — realiųjų skaičių aibė su sudėtimi ir struktūra 
(R,,-) — teigiamų realiųjų skaičių aibė su daugyba yra grupės. Funkcija 
Ло) =18х 

yra grupės (R,, -) izomorfizmas į grupę (R, +). 

Įrodymas. Žinome, kad logaritminė funkcija yra aibės R, bijekcija 
į aibę R. Be to, kiekvienai teigiamųjų realiųjų skaičių porai a ir b teisinga 
lygybė 

Ig(ab)=1ga+1gb; f(ab)=/f (a) + / (b). 
Taigi ši funkcija turi visas izomorfizmo savybes. Savaime aišku, kad vie- 
toj dešimtainio logaritmo galime imti logaritmą bet kokiu pagrindu. 

Kiekviena grupė yra izomorfiška pati sau. | 

Tuo galime įsitikinti, panagrinėję funkciją G “- G, apibrėžtą šitaip: 
ДО) = x. 

Jeigu f yra grupės (G, ж) izomorfizmas į grupę (Gi, @), о g — gru- 
рёѕ (Су, R) izomorfizmas į grupę (Ga, °), tai funkcijų f ir g kompozicija 
fe yra grupės (G, ж) izomorfizmas į grupę (G,, °). 

Įrodymas. Imkime bet kokius a ir b iš G. Turime: 


Ўв (а) =g (f (а))є б, f(g (0) == (f (b))= G. 
Kadangi funkcijos f ir g — izomorfizmai, tai 


Ж (а *Ь) = (/ (а * Ьу) = е (/'(а)®/ (Б) =z(f(a))°g (J (b)) = fg (а)° fg (b). 


Bijekcijų kompozicija yra bijekcija, todėl funkcija fg turi abi izomorfiz- 
mo savybes. Teiginys įrodytas. 
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Iš trijų įrodytųjų izomorfizmo savybių išplaukia dar šitokios jo savybės: 

refleksyvumas — grupė izomorfiška pati sau, 

simetriškumas 一 jeigu grupė (G, ж) izomorfiška grupei (G,, ©), tai 
grupė (G,, ©) izomorfiška grupei (G, +), 

tranzityvumas 一 jeigu grupė (G, +) 1zomorfiška grupei (G, ©), o 
grupė (G,, ©) izomorfiška grupei (G,, -), tai grupė (С, +) izomorfiš- 
ka grupei (G, `). 

Grupių (G, ж) ir (G,, ©) izomorfizmą priimta rašyti šitaip: 


(G, =)> (G, O). 
Vartodami Šį ženklą, nurodytąsias izomorfizmo savybes galima trumpai 
užrašyti šitaip: 
(G, ж) (С, =); jeigu (G, *) > (Ст, ©), tai (G, ®) (С, +); 
jeigu (G, +) =(G,, R) и (G, 9)=(6,, -), tai ir (G, +)= (Gz, +). 


O kokios yra grupių homomorfizmo paprasčiausios savybės? 

Jeigu f yra grupės (G, +) homomorfizmas į grupę (Gi, ©), Ө — pirmo- 
sios grupės neutralusis elementas, о O, — antrosios grupės neutralusis 
elementas, tai (Ө) = 


Įrodymas. Pasirinkime a,€G,. Kadangi f yra aibės G atvaizdis į 
G,, tai aibėje G atsiras toks а, kad būtų а) =а,. Kadangi a+0=a ir f 
yra homomorfizmas, tai 

а, =} (а) = f (a * ©) = f (a)@ f (©) = a, @ f (O). 

Iš čia išplaukia lygybė /(0) = 0.. 

Jeigu f — homomorfizmas, tai f(a')= f(a)". 
Įrodymas. Kadangi a+a'=0, tai, remiantis įrodytuoju teiginiu, 
Ө, = f(9)= f(a + а”) = /(а)® /(а”). Iš čia išplaukia lygybė 
J(a')= f (a). 
Įrodykite patys, kad grupių homomorfizmas turi dar šitokias savybes: 
fla+bxc)=f (a)@ f ()@ f (с), f ((a * b) =f (by @ (a), 
f 09) = (у (a). 

Susipažinę su izomorfizmo savybėmis, įsitikinome, kad kiekvienoje 

izomorfiškų grupių klasėje užtenka išnagrinėti vieną jų atstovą. Kitų gru- 


pių operacijos turės tas pačias savybes, nors jų prasmė, kaip ir bazinių 
aibių elementai, bus skirtingi. 

Nagrinėjant baigtinių grupių izomorfiškas klases, dažnai praverčia 
Kelio teorema, teigianti, kad kiekviena baigtinė n-osios eilės grupė yra 
izomorfiška simetrinės grupės с, pogrupiui. 
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Remiantis šia teorema, išaiškinama, kokios gali būti n-osios eilės gru- 
pės, radus visus simetrinės grupės с, n-osios eilės pogrupius. 

Trumpai aptarkime grupės izomorfizmus į save. 

Grupės (G, +) izomorfizmą į save vadiname automorfizmu. 

Automorfizmų kompozicija yra, aišku, taip pat automorfizmas. Kadan- 


gi yra tapatingasis automorfizmas a 2. а ir kiekvienas automorfizmas turi 
atvirkštinį (simetrišką kompozicijos atžvilgiu), be to, automorfizmų kom- 
pozicija yra asociatyvi, tai visų grupės (G, +) automorfizmų aibė su kom- 
pozicijos operacija yra grupė. Ją priimta žymėti Фс. Vadinasi, su kiekvie- 
na grupe yra susieta jos automorfizmų grupė, kurią visiškai apibrėžia pa- 
ti grupė. 

Žinoma, kad dvi vienodos eilės ciklinės grupės visada yra izomorfiškos. 
Be to, jeigu E(a)= E(b), tai bijekcija a" —b", meZ, yra izomorfizmas 
(tuo nesunkiai galite įsitikinti). Pasinaudodami šiuo faktu, galime, pavyz- 
džiui, rasti grupės (№, +) visus automorfizmus. Kadangi 


(К, ж) = (К) = (К), 
tai yra tiktai du šios grupės automorfizmai: 
I: R,—R, (tapatingasis), 
f: Rio К; т = 0), 1, 2; 3, 4, Э, t.y. RoRo, R,oR,, R,— R, К; Кз, 
R,ƏR,, R, R,. 


— ~ _ 2.8. Uždaviniai 


1. Aibėje (0, I, 2. 3, 4, 5) apibrėžta „daugyba“ С) lentele 


! 
© | o E 1.32 EE 5 
о [в [о [о | в 
| 
一 一 | — ——— 
оаа |з ез 
| 
2 јо ја ја [о {2а 
(оја [озо |з 
i 
која јао |а 2 
TT 
421 
| 
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a) Įrodykite, kad struktūra ({0 ,1, 2, 3, 4, 5}, © ) nėra grupė. 
b) Įrodykite, kad struktūra ((1,5 19 ) yra komutatyvioji grupė. 
2 2. Aibėje O (V 2)\{0}={а-+ё V 21а, be0, |а|-+15:2=0} apibrėžta daugyba 
цар: 
(a+b V 2). (с+а\ V 2)=(ac+2bd)+ (ad+ bc) V 2. 
Įrodykite, Каа гаш о]! struktūra yra grupė. 
3. Įrodykite, kad aibė (2)-[ 人 


4。Turime 


1 т 
Е ) | me 2) yra grupė daugybos atžvilgiu. 


FaR=[f|f(x)=ax+b, xe R, a50, be R) 一 


一 tiesiniu funkcijų aibę. Šioje aibėje apibrėžiame „daugybą“ šitaip: jeigu f, ge Ёр, tai fg 
yra funkcija: fg (x)= g ( f (x)). Įrodykite, kad struktūra (Ев, -) yra grupė. 

5. Turime 

Ев ={} | f(x, y)=(ax+by, cx+ dy), a, b, с, deR, ad-bc*0, (x, y)e К} 


— erdvės R? tiesinių transformacijų aibę. Šioje aibėje apibrėžiame „daugybą“ šitaip: 
jeigu f, ge Fas, tai fg yra funkcija, tokia, Кай fg (x, у) =2 ( f(x, у)). 

Įrodykite, kad struktūra (Fps, +) yra grupė. 

6. Aibėje (a, b, c) apibrėžkite algebrinę operaciją taip, kad gautoji struktūra bū- 
tų grupė. 
G уга п elementų, tai kiekvienam a iš G galima parinkti tokį natūrinį skaičių р<л, kad 
būtų a*a+...+a =0 

Nu“ 


p 
Nurodymas. Nagrinčkite reiškinius а, а жа, asata, ..., а®аза+ ..„*®а, 
Д М аали эл a 
kai m>n. m 
8. (G, -) — komutatyvioji grupė. Įrodykite teiginius: 
a) (а, аз... aa) 1=а11а:* ... ак}; 


b) (а/Б)" = ап"; 

с) Jeigu a? = O, tai (a*)P = O su kiekvienu КЕ Z; čia © — neutralusis grupės elemen- 
tas. 

d) Jeigu aibėje G уга п elementų, tai egzistuoja toks p є N, kad su kiekvienu a € С 
teisinga lygybė а" = а", kai m=pk +r. 

Nurodymas: žiūrėkite 7 uždavinio sprendimą. 

9. Pavadinkime grupės (G, -) bazinės aibės G elemento a eile mažiausią natūrinį 
skaičių k = Ela), tokį, su kuriuo teisinga lygybė a*=0 (Ө — neutralusis grupės ele- 
mentas). Įrodykite šias elemento eilės savybės: 

a) baigtinės grupės bazinės aibės kiekvieno elemento eilė yra baigtinė; 

b) baigtinės grupės bazinės aibės kiekvieno elemento eilė yra grupės eilės daliklis; 

c) jeigu k= E(a), tai а" а! tada ir tiktai tada, kai m— / dalijasi iš k. 

d) jeigu a 一 baigtinę ciklinę grupę (а) generuojantis elementas ir E ((а))=п, tai 
(а) = (a*), kai k ir п neturi bendrų daliklių ; 


Е (a) 
Е(а^)= 一 一 一 
D (k, E (a)) 


f) izomorfiškų baigtinių grupių eilės sutampa. 
10. Pažymėkime R; taisyklingojo dvylikakampio posūkį apie savo ašį kampu, ku- 


rio didumas lygus k = k=0,1,2, ..., 11. Irodykite, kad struktūra ({ К, R,, ...„R1, ), ®), 
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kurioje s 一 posūkių kompozicija, yra grupė. Nustatykite, аг ši grupė ciklinė, Raskite 
visus jos pogrupius. Raskite šią grupę generuojančius elementus. Raskite kokį nors šios 
grupės homomorfizmą į grupę (Re, +) ir bent du netapatinguosius automorfizmus. 


11. Antrosios eilės kvadratinių reguliariųjų matricų! aibėje) 


“Г а) 


daugyba apibrėžta šitaip: 
a b k IV /ak+bm al+bn 
(° y, ias ные 
а) Įrodykite, kad struktūra (M,,!- ) yra grupė. Raskite jos neutralųjį elementą. Iš- 


veskite formulę kiekvieno elemento simetriškam (atvirkštiniam) elementui rasti. 
b) Įrodykite, kad aibė 
| 0 b 
c 0 


neuždara daugybos atžvilgiu. 
c) Įrodykite, kad struktūra 


(l а) | 920. a, аео}, ) 


уга šios grupės pogrupis. 

12. Funkcija f yra grupės (С, +) homomorfizmas į grupę (G,, ·), o (H, ж) — grupės 
(G, +) pogrupis. Įrodykite, kad struktūra (f(#), -) yra grupės (G,, +) pogrupis (čia 
f (H) — aibės H vaizdas). 

13. Funkcija f yra grupės (G, +) homomorfizmas į grupę (G,, ·). Aibė 

Ker f={a] f (a)=0,, ac G) 

vadinama homomorfizmo branduoliu. [rodykite, kad homomorfizmo branduolys Kerf 
yra grupės (G, +) pogrupis. 

14. o, — ketvirtojo laipsnio keitinių grupė. 

a) Apskaičiuokite sandaugas 


ad-bc+0, а, b, с, de о 


bc;+0, b, СЕ o} 


(' 2 3 :) (1 23 s) (. 23 si 23 人 2 3 s) 
3 2 1 4j\43 1 2/'\з 142 2314} \4 3 2 1/ 
P НЫ. 

\3 2 1 4) \3 4 2 17 123 1 4/\4 1 3 2 


<f] 2.38 Aie 2 3 2) 


\1324/\3 4 1 2 


b) Raskite simetrinės grupės с, pogrupius, generuotus elementų 


О" 7 SEF РН" 


vl 3 2 4 3 2 1 4/ 22143 2 3 4 1 


1) Žr. šios serijos knygelę A. Matuliauskas. įVektoriai ir matricos4— V.: Moks- 
las, 1980. 
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15. Aibėje G={1, 2, 3, 4, 5,6} „daugyba“ apibrėžta lentele 


|} (а 5 6 
1 2456 
аа ва 
3 еј еа 
) 

ЕЕЕ 
s за а [ера 2 
s е |з ја [аја 


a) Patikrinkite, ar struktūra (С, -) yra grupė. 

b) Raskite visus jos ciklinius pogrupius ir patikrinkite, ar ši grupė yra ciklinė. 
с) Raskite visus šią grupę generuojančius elementus. 

d) Homomorfiškai atvaizduokite šią grupę į jos pogrupį (2). 


TRECIAS SKYRIUS. ZIEDAI IR LAUKAI 


~ 3.1. Komutatyvusis žiedas. Laukas 


Visą antrąjį skyrelį paskyrę grupėms, t. y. struktūroms iš vienos aibės 
su viena algebrine operacija, dabar imsimės jau sudėtingesnių struktūrų, 
kuriose yra dvi algebrinės operacijos. Tokios yra nuo seno mums pažįs- 
tamos struktūros (Z, +, ·), (O, +, -) ir kitos. Šios dvi struktūros viena 
nuo kitos skiriasi tuo, kad dalyba iš nelygaus nuliui racionaliojo skaičiaus 
galima visada, o dalyba iš nelygaus nuliui sveikojo skaičiaus sveikųjų skai- 
čių aibėje galima ne visada. Analogiškas savybes turi ir daugelis kitų mate- 
matikoje nagrinėjamų struktūrų, kurių aibės yra platesnės už skaičių 
aibes Z ir O arba yra visai ne skaičių, o kitokių objektų (funkcijų, matri- 
cų, transformacijų ir kt.) aibės. Ištyrus daugelio tokių struktūrų esminius 
bruožus, pagrindines savybes, jos buvo suklasifikuotos pagal tam tikrą 
požymį, ir taip sukurtos abstrakčių žiedų bei laukų teorijos. (Kaip pama- 
tysime, žiedais vadinamos struktūros, panašios į (Z, +,-), о laukais — struk- 
tūros, panašios į (О, +, ·).) 

Čia įstengsime tik susipažinti зи šiomis sąvokomis ir aptarti papras- 
čiausias taip gražiai pavadintų struktūrų savybes: 

Visur šiame skyrelyje operacijas, žymimas ženklu +, vadinsime sudė- 
timi, о žymimas ženklu -, — daugyba. Tačiau jos galės būti apibrėžtos 
ir ne skaičių aibėse, vadinasi, pavadinimai „sudėtis“ ir „daugyba“ yra są- 
lygiški. 


Algebrinė struktūra (P, +, -) (čia РЕ Ø), vadinama komutatyviuoju 
žiedu, jeigu: 

7. 1) struktūra (P, +) yra komutatyvioji grupė; 

Ž. 2) daugyba yra asociatyvi; 

Ž. 3) daugyba yra distributyvi sudėties atžvilgiu; 

Ž. 4) daugyba yra komutatyvi. 


Prisiminę komutatyviosios grupės apibrėžimą, galime pasakyti, kad 
teiginys Ž. 1 yra ekvivalentus šiems teiginiams: 

Z. 1. 1) sudėtis yra asociatyvi; 

Ž. 2. 2) sudėtis turi neutralųjį (nulinį) elementą; 

Ž. 1. 3) kiekvienas elementas turi priešingąjį; 

Ž. 1. 4) sudėtis yra komutatyvi. 


Komutatyvusis žiedas (L, +, -) vadinamas lauku, jeigu: 

L. 1) aibėje L yra bent du elementai; 

L. 2) daugyba turi neutralųjį (vienetinį) elementą; 

L. 3) kiekvienas nenulinis aibės L elementas turi simetrišką daugybos 
atžvilgiu (atvirkštinį) elementą. 
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Kad komutatyviojo žiedo ir lauko sąvokos būtų vaizdesnės, pateik- 
sime pavyzdžių. 

1. Sveikųjų skaičių aibė su sudėtimi ir daugyba — struktūra (Z, +, `) 一 
уга komutatyvusis žiedas. Tuo įtikina 1.5 skyrelyje nurodytos 1—5 savy- 
bės. Tačiau struktūra (Z, +, -) nėra laukas, nes ne kiekvienas nenulinis 
sveikasis skaičius turi sveikąjį atvirkštinį | skaičių. Pavyzdžiui, 571= 
= éZ. 

2. Racionaliųjų skaičių aibė su sudėtimi ir daugyba — struktūra (О, 
+, `) — yra laukas. 

3. Natūrinio skaičiaus m kartotinių aibė 7„ su sudėtimi ir daugyba 一 
struktūra (Zm, +, `) — yra komutatyvusis žiedas. 


Kad aibėje Z„ galima atlikti daugybą ir sudėtį, žinome iš 1.2 skyrelio 
pirmojo pavyzdžio. Be to, kiekvienas m kartotinis yra sveikasis skaičius 
(mk e Z), o sveikųjų skaičių aibėje sudėtis ir daugyba yra asociatyvios ir 
komutatyvios, vadinasi, tas pačias savybes jos turi ir aibėje Z„. Taigi 
struktūra (Z„, +, +) turi Z. 1.1, 4. 1.4 ir ГАМЕ savybes. Kadangi 
0=0 - meZ,„, tai ši struktūra turi ir Z. 1.2 savybę. Jeigu a ir b — bet kokie 
skaičiai iš Z„ tai a=mt ir b=mk. Lygties 


b+-x=a, mk+x=mt 


sprendinys yra х= (:—k) EZm, nes t—k eZ. Taigi struktūra (Zm, +, `) 
turi ir Ž. 1.3 savybę. Vadinasi, nagrinėjamoji struktūra yra komutatyvusis 
žiedas. 
Kadangi šiame pavyzdyje m yra bet koks natūrinis skaičius, tai sukons- 
travome be galo daug žiedų 
(Za T3 +), (23, +, °), (Z4, +, +), +» 


Tačiau, kai m 2 2, nė vienas iš jų nebus laukas jau vien dėl to, kad 142... 
Įdomu, kad visi šie žiedai, kai m > 2, neturi vienetinio (neutraliojo daugybos 
atžvilgiu) elemento. 
4. Aibėje 
O(V 53=ía+bV 5|а, be0) 
apibrėžę sudėtį ir daugybą šitaip: 
(a+bV 5) +(с+4 V 5)=(0+0+(b+d) V 5, 
(a4+bV 5) (c+dV 5)= (ас + 5bd)+ (ad+ bo) V 5, 


gauname struktūrą (О (V 5), +, ·). Įrodysime, 'Кай ji yra laukas. Tuo 
tikslu patikrinsime, ar sudėtis ir daugyba turi lauko apibrėžime nurody- 
tąsias savybes. 
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Lygybės 
(a+bV 5) (сау 5)=(a+c)+(b+d)V 5=(c+a)+(d+b) V 5= 
=(c+4V 5)+(a+bV 5), 
(a+b V 5) (c+d V 5) = (ас + 5bq)+(ad+ bc) V 5= 
= (са + 546) + (да +cb) V 5=(c+dV 5) (a+b V 5) 
reiškia, kad sudėtis ir daugyba yra komutatyvios. Lygybės 


(a+b V 5) (с+а\ 5)) (g+h \/ 5) = 
= ((ac + 554) + (ad+ bc) V 5) (g+ h V 5)= 
= (асе + 5Бав + Sadh + 5bch) + (ach + 5bdh + айв + beg) V 5, 
(a+bV 5)((c+4V 35)(8+ATV 5))= 
= (a +b V 5)((cg + 5dh) + (ch + dg) V 5)= 
= (асе + Sadh + 5bch + 5bdg) + (ach + adg + beg + 5bdh) V 5 


rodo, kad daugyba yra asociatyvi. (Sudėties asociatyvumą paliekame įro- 
dyti pačiam skaitytojui.) 


Kadangi 0=0+0. V 5€0(V 5), tai sudėtis turi neutralųjį elementą; 
kadangi (—a) +(— V 5e0(V 5) ir(a+b V5)+((-9)+(- b) V 5)= 0, 
tai kiekvienas aibės О (]/ 5) elementas turi priešingą elementą šioje aibėje. 

Lygybės 


((a+bV )+(c+4V 5)) (g+h V 5) = 
=((2+0)+(6+4)V 5)(g+hV 5)= 
=((a+c)g+5(b+d)h)+((a+c)h+(b+d)g)V 5= 
= ((ag + 5bh) + (cg + 5dh)) + (ав + bg) + (ch + dg)) V 5 = 
= ((ag + 551) + (ah + bg) V 5) + (cg + Sdh) + (ch + dg) V 5)= 
=(a+bV 5)(g+hV 5) +(с+аУ 5)(в+һү 5) 


įrodo, kad daugyba distributyvi sudėties atžvilgiu. Vadinasi, struktūra 
(O(V 5, +, -) yra komutatyvusis žiedas. 

Aišku, kad aibėje О (V 5) yra Idaugiau kaip vienas elementas. Kadangi 
1=1+0. ү 5e0(V 5 5), tai egzistuoja daugybos atžvilgiu neutralus ele- 
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mentas — vienetas. [Norėdami sužinoti, ar kiekvienas nenulinis skaičius iš 
Q (V 5) turi atvirkštinį, išspręsime lygtį 


(а+ЬҮ 5)х=1, kai a+b V 540. 


Зари a+ b V 50, tai |а] + |b| # 0, taigi ir a?— 5? 0, nes; 5 5 (а/Б)?. 
Todel gauname: 


_ l _a-bV5 а _b = ú 
те =le = азр (и-и) V 56000 5). 


Taigi nustatėme, [kad struktūra (Q (V 5), +, -) turi visas lauko 
apibrėžime nurodytas savybes — ji yra laukas. Sutrumpintai ją žymėsime 
(2 5). 


Pastaruosius samprotavimus galime beveik pažodžiui pritaikyti aibei 


O(Vm)=(a+b Vmla, be Qy, 


kai т — natūrinis skaičius, nelygus natūrinio skaičiaus kvadratui. Gausi- 
me laukus 


Q(V 2, @ V 3), Q (V 5), 9 (V 9), ..., 
kurių bazinės aibės yra racionaliųjų skaičių aibės viršaibiai. Visi jie vadina- 
mi kvadratiniais laukais. Tokiems laukams priklauso kvadratinių lygčių 


su racionaliaisiais koeficientais šaknys, kai diskriminantas yra teigiamas ir 
nelygus racionaliojo skaičiaus kvadratui. Iš tikrųjų, jeigu lygties 


px +qąx+r=0 


koeficientai p, g, r yra racionalieji skaičiai ir diskriminantas 
m 
D=4*-4pr= T 
(čia m, 1 — sveikieji skaičiai, m>0 ir m= К”), tai šios lygties šaknys 
as. 1 i m 


—q . 1 : ТЕЛ 
nes 52777; И gpjr Уга racionalieji skaičiai. 

5. Realiųjų skaičių aibė su sudėtimi ir daugyba — struktūra (R, +, -)— 
yra laukas. Tuo įsitikiname, savo žinias apie realiuosius skaičius, įgytas 
vidurinėje mokykloje, palyginę su apibrėžime nurodytomis lauko savybėmis. 

6. Paprasčiausias iš visų yra laukas, kurio bazinę aibę L sudaro tik du 


elementai. 
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Sakykime, aibėje L= (a, b} sudėtis ir daugyba apibrėžtos šitaip: 


AE 
a а | a 
b a| b 


Lentelėse matome, kad šios operacijos уга komutatyvios. Jų asociaty- 


vumu įtikina lygybės 


(а+а)+а=а+а=а, a+(a+a)=a+a=a, (аа) а =a (aa) 


(a+a)+b=a+b=b, 
a+(a+b)=a+b=b, 
(a+b)+b=b+b=a, 
a+(b+b)=a+a=a, 


(aa) b=ab= a, 
а(аБ) = aa= a, 
(ab) b =ab =a, 
a(bb)=ab=a 


(b+b)+b=a+b=b, b+(b+b)=b+a=b. (bbb=b(bb. 


Kadangi а+а=а, a+b=b, tai a — neutralusis sudėties atžvilgiu 
elementas. Kadangi а+а=а, b4+b=a, tai kiekvienas elementas turi prie- 
šingąjį. Kadangi ab=a іг bb=b, tai b — vienetinis (neutralusis daugybos 
atžvilgiu) elementas іг b“1=b. Distributyvumo savybė išplaukia 15 lygybių 


(a+a)a=aa=a, 
(а+а)Ь=аЬ=а, 
(a+b)a=ba=a, 
(a+b)b=bb=b, 
(b+b)a=aa=a, 
(b+b)b=ab=a, 


aa+aa=a+a=a, 
ab+ab=a+a=a, 
aa+ba=a+a=a, 
ab+bb=a+b=b, 
ba+ba=a+a=a, 
bb+bb=b+b=a. 


Visa tai rodo, kad struktūra (fa, b}, +, +) yra laukas. 
Kadangi elementai a ir b čia yra bet kokie, tai sukonstravome be galo 
daug laukų, kurie tačiau yra „vienodi“ (skiriasi tik elementų žymėjimu). 
7. Iš visų paprasčiausias žiedas yra toks, kurio bazinę aibę P sudaro 
tik vienas elementas. Tai — struktūra (fat, +, -). [Čia P= {а}, o sudėtis 
ir daugyba apibrėžtos šitaip: a+a=a, a · а=а. 
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_ — 3.2. Paprasčiausios žiedų ir laukų savybės; 


Mokantis žiedų ir laukų teorijas aukštojoje algebroje, pirmiausia na- 
grinėjamos bendrosios žiedų ir laukų savybės, po to žiedai ir laukai klasifi- 
kuojami savo ruožtu pagal tam tikrus požymius ir gilinamasi į kiekvieną 
klasę. Čia, deja, susipažinsime vien su paprasčiausiomis žiedų bei laukų 
savybėmis ir tai tik su kai kuriomis. 


Bendrosios komutatyviųjų žiedų savybės 


Žiedų, kaip ir grupių, bendrąsias savybes išsiaiškinsime, nagrinėdami 
abstraktų žiedą (P, +, -) ir visai nesidomėdami, kas yra aibė P ir kaip 
joje apibrėžtos algebrinės operacijos + bei +. Remsimės vien žiedo apibrė- 
žime nurodytomis savybėmis, kurias vadiname žiedo apibrėžimo aksiomo- 
mis, ir jau išvestomis savybėmis. 

Žiedo savybes, išvedamas iš Z. 1.1 —Ž. 1.4 aksiomų ir iš jų išplaukian- 
čių kitų savybių, vadinsime savybėmis, susijusiomis su sudėtimi. Savybes, 
išvedamas iš aksiomų Z. 2 іг Z. 4 ir iš jų išplaukiančių kitų savybių, vadin- 
sime savybėmis, susijusiomis зи daugyba. Kitos žiedų savybės susijusios 
ir su sudėtimi, ir su daugyba. 


1. Žiedų savybės, susijusios su sudėtimi 


Kadangi struktūra (P, +) yra komutatyvi grupė, tai žiedų savybės, su- 
sijusios su sudėtimi, ir yra šios grupės savybės. Taigi reikia tik perfrazuoti 
bendrąsias grupių savybes tam atvejui, kai * = + (grupės operacija yra su- 
dėtis). Išvesti šias savybes — reiškia pakartoti grupių savybių išvedimą 
(2.2 skyrelyje), vietoj bendrojo operacijos ženklo * vartojant sudėties ženk- 
la +. Atlikite tai savarankiškai, kad pakartotumėte įgytas žinias. 


1.1. Reiškinyje, sudarytame iš žiedo bazinės aibės P elementų, naudojant 
operacijos ženklą + ir skliaustus, skliaustus galime išdėlioti laisvai arba vi- 
sai praleisti, o raides bet kaip kaitalioti vietomis. 


Pavyzdžiui, 
(а+ 6) +c=a+(b+c)=a+(ec+b)=(a+c)+b=(ec+a)+b= 
=c+a+b и t. t. 
arba 
(a+b)+(c+d)=((a+b)+c)+ d= 
=(a+(6+0)+d4=...=a+b4+c+d ir t. t. 

Ši savybė išplaukia iš Ž. 1.1 ir Ž. 1.4 aksiomų ir yra komutatyvių grupių 
la savybės perfrazavimas tam atvejui, kai += +. 

1.2. Žiedas turi vienintelį nulinį elementą. 
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Tai išplaukia iš grupių 2 savybės, prisiminus, kad neutralusis sudėties 
atžvilgiu elementas vadinamas nuliniu elementu. 
1.3. Kiekvienas žiedo bazinės aibės elementas a turi vienintelį priešingą jį 
elementą — a. | 
Tai — grupių 3 savybė, kai += +. 
Išvada. Jeigu a4+b=a+c, tai b=c. Ši savybė vadinama sudėties pras- 
tinimo savybe. 
1.4. Paėmus bet kurių žiedo bazinės aibės P elementų porą a, b, lygtis 
a+x=b turi vienintelį sprendinį aibėje P. 
Tai — grupių 4 savybė, kai += +. 
Išvada. Šios lygties sprendinį pažymėję x=b—a ir pavadinę elementų 
b ir a skirtumu, gauname: bet kurių dviejų aibės P elementų b ir a skirtu- 
mas b—a yra vienareikšmiškai apibrėžtas ir priklauso aibei P. Тм reiškia, 
kad sudėtis turi atvirkštinę operaciją, kurią vadiname atimtimi. Be to, išspren- 
de lygtį a+x=b, ((—а)+а+х=(—а)+Ь=Ь+(—а), х=Ь+(-а)), gau- 
name b-a=b+(-—a). 
1.5. Jeigu ac P, tai —(—a)=a. 
Tai išplaukia iš grupių 5 savybės, pastebėjus, kad a'= —a, kai x= +. 
1.6. Jeigu ae P ir be P, tai —(a4+b)=(—a)+(-b). 
1.64. —-(4+b+...+d)=(-a)+(-b)+-..+(- а). 
Šios savybės išplaukia iš grupių 6 ir 6a savybių, prisiminus, kad a'= 
= —a, kai += + ir sudėtis yra komutatyvi (Z. 1.4). 
Įvesime elemento ae „kartotinio“ sąvoką. Pažymėsime n · а= 
=а+а+...+а, —n-a=(-a)+(-a)+-..+(-a), kai neN пох 
ES T араЕалагааыЎ ku. aaa 
n n 
x a=0,, ir tokius reiškinius pavadinsime elemento a „kartotiniais“. 
1.7. Kai m іг п — sveikieji skaičiai, o ae P, teisingos šios lygybės: 


т:а+п:а=(т+п):а, m-(n-a)=(mn)<a, —(m-a)= —m-a. 
Įrodymas. Kai m, ne N, tai 


п.а+т.а=(а+...+а-+(а+...+а=а+... +а=(п-+т)-а. 
n m n+m 


Kai me N, n= —k, ke N ir mèk, tai 


т.а+п:а=(@а+...+а)+((-а+... +(—а)) =а+...+а= 
ЗЕ С T 
= (т—К).а. 


Kai me N, n= —k, КЕМ ir m<k, turime 
т.а+пт:а=(а+... +а)+((—а)+ ... +(—а))=(—а)+...+(-а= 
k 


wass, TS 


m k —m 


= –(К–т):а=(т-– №) :а=(т+п) а. 
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Kai т, п — neigiami, tai m= —k, n= —! ir 


т-а+п:а= —k-a+(-1-a)=(-a)+...+(-a) +(-0)+.-.+(-a)= 
———— re, "aw—csais=mansama „RI 
k | 
=(—а)+...+(-а)= >(k+!)-a=(m+n)-a. 
lll IT" 

Kadangi jau įrodėme, kad m -a4+(—m · а) =0 -a=0,, tai – (та) = — та. 

Įrodysime lygybę m (па) =(mn)a. 

Kai m ir n — natūriniai skaičiai, gauname lygybes 

m(na)=na+-... +па=а+... +а+... +а+... +а= 


ki. a 
m n п 


=а+... +а=(пттпа. 


`—-r r 
тп 


Kai me N, n= —Kk, КЕМ, tai 
т (па) =m(—ka)=m( — (ka) = —т (ка) = — (m (ka))= 
= —(mk)a = ( —mk)a= (m ( —k)) a=(mm a. 


Analogiškai nagrinėjamas ir atvejis, kai m= —K, o n ir k — natūriniai skai- 
čiai. 

Pastaba. 2.2 skyrelio pabaigoje buvo siūlyta patiems suformuluoti ir 
įrodyti veiksmų su „trupmenomis“ taisykles ir jas išvesti. Jeigu bandėte 
tai atlikti, dabar galite pasitikrinti savo samprotavimus. 

Kai += +, tai b'= —b, todėl 


ајБ=аж Б =а+(– Б) = а – 6. 
Taigi šiuo atveju reikia kalbėti пе apie „trupmenas“, о apie skirtumus. 
1.8. Pateiksime veiksmų su skirtumais taisykles: 
(a—b)+(c—d)=(a+c)—(b+d), —(a—-b)=b-a, 
(a—b)—(c—d)=(a+d)—(c+b), a-(b-c)=(a—b)+c=(2+c)-b. 
Įrodymas. Iš 1.4, 1.1 ir 1.6 savybių gauname lygybes 
(a—b)+(c—d)=(a+(—b)+(c+(—d))=a+(—b)+c+(—d)= 
=(a+c)+((—b)+(—d))=(a+c)+(—(b+d))=(a+c)— (b+ d). 
Iš 1.4, 1.6 ir 1.5 savybių išplaukia, kad 
-(a-6)= —(а+(—®))=(—а)+(—(—®)=(—-а+(®)= 
=b+(-a)=b-a. 
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Įš 1.4 savybės, pasinaudoję tik ka išvestomis taisyklėmis, gauname 
(a—b)—(c—d)=(a—b)+(—(c—d))=(a—b)+(d—c)=(a+d)—(b+c). 
Analogiškai įsitikiname, kad 
a-(b-c)=(44+0p)-(b-c)=(a+c)-b=a+(4-b)=| 
=a+((—b+c)=(a+(—b)) +c=(a—b)+c. 


2. Žiedų savybės, susijusios su daugyba, taip pat su sudėtimi ir daugyba 


Žemiau pateiktos 2.1—2.3 savybės liečia tiktai daugybą, о 2.4—2.8 
savybės — daugybą ir sudėtį kartu. Jos visos įrodomos analogiškai kaip 
grupių savybės 2.2 skyrelyje. Pasistenkite patys įžvelgti tas analogijas, ir tada 
gerai suvoksite bendras įrodymų idėjas. 

2.1. Reiškinyje, sudarytame iš komutatyvaus žiedo bazinės aibės P ele- 
mentų, naudojant daugybos ženklą ir skliaustus, skliaustus galime išdėlioti 
laisvai arba visai praleisti, o raides bet kaip kaitalioti vietomis. 

Ši savybė išplaukia iš daugybos asociatyvumo ir komutatyvumo. 

Ne kiekvienas žiedas turi neutralųjį daugybos atžvilgiu elementą. Pa- 
vyzdžiui, sveikųjų skaičių žiedas jį turi — tai skaičius 1. Tuo tarpu žiedai 
(22 +, 7), kai mS2, tokio elemento neturi, nes 1 é Zm. 

Neutralusis daugybos atžvilgiu žiedo elementas (jeigu jis egzistuoja) 
vadinamas vienetiniu žiedo elementu. Л žymėsime Lp. 

2.2. Jeigu žiedas turi vienetinį elementą, tai tik vieną. 

Įrodymas. Tarkime, © yra toks aibės P elementas, kad а9 = Oa=a 
su kiekvienu aibės P elementu а. Be to, tarkime, ©’ yra toks aibės P ele- 
mentas, kad 40'= O'a=a taip pat su kiekvienu aibės P elementu a. Tada 
turėsime lygybes 


00' =0' 0=0',00'=0" 9=0, 

iš kurių išplaukia @ = O". 

2.3. Jei koks nors žiedo su vienetu bazinės aibės P elementas a turi at- 
„ virkštinį (simetrišką daugybos atžvilgiu) elementą a“!, tai tik vieną. 

Įrodymas. Tarkime, kad а ЕР, aa-!=a-la=1p irba=ab=1p su 
kokiu nors be P. Lygybę 

аа” =1Тр 
iš kairės padauginę iš b, gauname: 
b(aa-!:=b-1p, (ba)a-1=b, 1pa-!=b, a-1=)b. 


2.4. Lygybės Opa=Opir а0р=0р yra teisingos su kiekvienu žiedo bazinės 
aibės P elementu a. 
Įrodymas. Kadangi 0p+0p=0p, tai pagal 2.3 turime: 


0pa=(0p+0p)a=0pa;+0pa. 
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Prie šios lygybės abiejų pusių pridėkime elemento Opa priešingą jį elemen- 
tą —Opa; pagal Z. 2 gausime: 

(—Ора)-+ (Ор а) = ((—0ра)+0ра)-+0ра, Ор=Ор + 0а, 0ь= 0а. 
Taigi Opa=a0p= Op. 

2.5. 2, kuriai žiedo bazinės aibės Р elementų porai а, Б teisinga lygybė 
(-а)6= — 

оо Remiantis Ž. 3 ir 2.4, 

(a+(-a))b=ab+(-a)b=Op. 

Iš čia išplaukia: (—a)b= 一 

2.6. Bet kuriai žiedo bazinės aibės P elementų porai a, b teisinga lygybė 
(—a) (—b)=ab. 

Įrodymas. Remiantis 2.5, Z.4 ir 1.5, 

(—a)(—b)= -(a(—b)= -((—ba)= —(—ba)= —(—ab)= ab. 


2.7. Bet kuriems trims žiedo bazinės aibės P elementams a, b, c teisingos 
lygybės (a—b)c=ac—bc ir c(a—b)=ca-cb. 
Įrodymas. Pasinaudoję Ž. 2, Ž.3 ir 1.4 savybe, gauname lygybes 


be+(a—b)e=(b+(a—b)c=[(e+(—b)+a) с=(0ь+а)с=ас. 


Prie lygybės bc+(a—b)c=ac abiejų pusių pridėję — Ёс, gauname 
((— Бс) + (6с)) + (a—b)c= ac+ (—bc), (a—b)c=ac- Бс. 
Pastaroji savybė vadinama daugybos distributyvumu atimties atžvilgiu. 
2.8. Daugyba yra distributyvi, kad ir koks būtų dėmenų skaičius: 
(a+b+c)d=ad+bd+cd, (a+ b)(c+ d)=ac+ bc+ ad+ bd, 
(a +a,+ ...+a,)b=a b+a,b+ ...+a,b ir pan. 
Irodymas. 
(a+b+c)d= ((a+b)+c)d=(a+b)d+cd=ad+bd+cd. 
(a+b)(c+d)=a(e+d)+b(c+d)=ac+ad+ bc+ bd. 


Analogiškos lygybės, esant bet kokiam dėmenų skaičiui, įrodomos matema- 
tinės indukcijos būdu. 
Apibendrindami visa tai, žiedų savybes galime suformuluoti šitaip: 
Jeigu struktūra (P, +, • ) yra komutatyvusis žiedas, tai aibėje P sudėties, 
atimties ir daugybos savybės yra tokios pat, kaip ir sveikųjų skaičių sudėties, 
atimties ir daugybos (t. y. veiksmų su algebriniais daugianariais) ии 
kurias išmokome vidurinėje mokykloje. 
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Bendrosios laukų savybės 


Bendrosios laukų savybės skirstomos į tris klases, atsižvelgiant į tai, 
su kuria operacija jos susijusios: sudėtimi, daugyba ar sudėtimi ir daugyba 
kartu. 


3. LAUKŲ SAVYBĖS, SUSIJUSIOS SU SUDĖTIMI 


Jos yra tokios pat, kaip ir atitinkamos komutatyviųjų žiedų savybės 
1.1— 1.8, nes kiekvienas laukas — tai komutatyvusis žiedas. 


4. Laukų savybės, susijusios su daugyba 


Laukai šios klasės savybių turi daug daugiau negu žiedai, nes daugiau 
yra postuluojamų lauko savybių (aksiomų). Čia prisideda aksiomos L. 2 ir 
L. 3, kurių žiedo apibrėžime nėra. Zemiau pateiktosios laukų savybės įro- 
domos taip pat, kaip ir 2.2 skyrelyje grupių savybės, kurias jos beveik pa- 
žodžiui atitinka. Skirtumas tiktai tas, kad vietoj bendrojo operacijos 
ženklo + Ча vartojame daugybos ženklą -, be to, kai kur atsiranda apri- 
bojimas a 5 0,. 

4.1. Žr. 2.1 savybę. 

4.2. Laukas turi vienintelį vienetinį elementą. 

Įrodymas. L. 2 aksioma teigia, kad laukas turi vienetinį (neutralųjį 
daugybos atžvilgiu) elementą. Kad jis yra tik vienas, įrodoma taip pat, kaip 
žiedo 2.2 savybė. 

4.3. Kiekvienas lauko bazinės aibės L elementas a#0 turi vienintelį 
atvirkštinį elementą. 

"Įrodymas. L. 3 aksioma teigia, kad a +0, turi atvirkštinį elementą 
aibėje L. Kad jis tik vienas, įrodoma taip pat, kaip žiedo 2.3 savybė. 

4.4. Jeigu a= 0, ir ab=ac, tai b= c. 

Tai — vadinamoji daugybos prastinimo savybė. :Ја įrodome, lygybę 
ab=ac padauginę iš a-!: 


(а-а) Б=(а-}а)с, lLb=ic, b=c. 


4.5. Bet kurių lauko bazinės aibės L elementų porai а 50, ir b lygtis 
ax=b turi vienintelį sprendinį aibėje L. 

Įrodymas. „Įrašę х=а-! Б, gausime: ax=a(a-!b)=(aa7))b=b. 
Taigi a-1b e L yra duotosios lygties sprendinys. Tarkime, kad yra dar 
kitas elementas c € L, su kuriuo ac=b. Šią lygybę padauginę 15 а-!, gauna- 
me: 

(a-la)c=a-1l1b, l,c=a-!b, c=a-1). 


Išvada. Daugyba turi atvirkštinę operaciją aibėje L \ 0, }, vadinamą 
dalyba. Jeigu Б 0;, tai a:b = ab! 
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4.6. Jeigu а +0, yra lauko bazinės aibės L elementas, tai (a -1) -1=a. 
Ši savybė išplaukia iš atvirkštinio elemento apibrėžimo: kadangi 
aq-1=1,, tai, kai b=a-1, gauname: ab= 1; ir b-1=a. 
4.7. Jeigu a#0, ir bZ0, yra lauko bazinės aibės L elementai, tai 
(ab) 1=a-b-1. 
` [rodymui užtenka pastebėti, kad 
(ab) (a-1b-N=aba-:b-1=(aa73 (bb-l1)= 1, l,=ly. 


Šią savybę galima apibendrinti bet kokiam dauginamųjų skaičiui. 
4.8. Veiksmų su laipsniais taisyklės: pažymėkime 
а"=а-а....-а, а" =(a-)-(a-))-...- (a>; 
N—-— стом, _ —m—ansenamamana —--—- EEST A SS 


т 


čia meN ir @=1,. 

Lygybės а" · а"=а”"*", (a"y=(a"", (am -l=a-m" teisingos su kiekvienu 
lauko bazinės aibės elementu a ir su bet kokiais sveikaisiais skaičiais m ir п. 

Šios veiksmų su laipsniais taisyklės įrodomos visai taip pat, kaip 2.2 
skyrelio 8 savybė, tik vietoj ženklo =. reikia rašyti +, о vietoj а’ rašyti 
at 

4.9. Galima nagrinėti lauko elementų santykius 一 trupmenas a/b = 
=ab“!, Каі Ё 2 Or. Teisingi šie teiginiai: 


1) $ = 5 tada ir tik tada, kai ad=bc; 


2) ваља’ 
\-1 
3) (5) =>, kai а + 0; ir bz Or; 
4) 22 = A kai b, c, d nelygūs nuliui. 


Įrodymai. 1) Jeigu ad=bc ir b*0, bei d*0;, tai, padauginę 
šią lygybę iš b-1d"!, gauname 
adb-1d-!1=bcb-1d"!, (ab-Ndd-1=bb-1(cd-)),, 
ab-1=cd"!, alb = сја. 


Jeigu alb= cld, tai bz 0,, dZ 0, ir ab-1=cd“!, Šią lygybę daugina- 
me iš bd ir gauname: 
ab-1bd=cd-! db, аа = cb. 


2) Turime: 
$. G =(ab-))- (cd) = (ac) 6-14 -1) = (ae) фа) = 
73 


3) Kai а#0, и bz 0,, turime: 


a b ab _ = 1 
D maro = (ab) (ab) = lr. 
4) Kai b*0,, c*0,, d#0,, turime; 
25 (2) еа. с0а 
cd \ь) \d с be" 


5. Lauko savybės, susijusios su daugyba ir sudėtimi 


Kadangi kiekvienas laukas yra komutatyvusis žiedas, tai aukai turi 
2.4—2.8 savybes. Be to, jie turi kelias naujas savybes, kurių neturi Žiedai. 
5.1. Jeigu a ir b — lauko bazinės aibės L elementai іг ab= Or, tai а= 


=0, arba b=Or. 

Įrodymas. Jeigu a*0,, tai a-1e L ir turime lygybę (а! a) b=a-1 x 
х 0, = Or. Iš jos išplaukia: 1,5=b=0;. Analogiškai nagrinėjamas atvejis, 
kai b*0;. 

5.2. Jeigu a, beL ir аЬ#0ү, tai a#0, іг bz 0,. 

Įrodymas. Tarus, kad a=0,, iš 2.4 savybės išplauktų ab=0,;, о tai 
prieštarauja sąlygai. Analogiškai nagrinėjamas atvejis, kai b= Op. 

55 84 — =a S „Sri 10а ОС a с ad-bc 

ЕЕ Б’ b 


d ва ° b d bd 


Įrodymas. 
—a/b= —(ab-Y=(—a)b-1= — ajb 
pagal 2.5 savybę. 
Remdamiesi distributyvumu, gauname lygybes 


а 


#+-=ab-1l+cd-l=ab-ldd-1+cd-1bb-1= 
=ad (b71 d-1) + cb (d -} b-1) = аа(ьа)-+ + (cb) (bd) 1 = 


= (ad + bc) (bd) = EE, 


Remdamiesi 1.4, 2.5 savybėmis ir išvesta sudėties taisykle, gauname: 


а _ 5=3+(- 引 =3+ 子 = ad 十 (一 C) Б ad 一 pc 


b d bd bd | 


Apibendrinę lauko savybes, galime trumpai jas suformuluoti šitaip: 
Jeigu struktūra (L, +,-) yra laukas, tai aibėje L sudėties, atimties, daugybos 
ir dalybos savybės yra analogiškos racionaliųjų skaičių tų pačių veiksmų 
savybėms. Skirtumas tik toks, kad sudėtis ir daugyba aibėje L gali būti 
kitaip apibrėžtos, o atimtimi ir dalyba vadinamos sudėčiai ir daugybai at- 
virkštinės operacijos. 
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— 3.3. Liekanų laukai 


Kai kurių laukų bazinės aibės L yra begalinės. Toks, pavyzdžiui, yra 
racionaliųjų skaičių laukas (О, +, +) и skaičių laukas О (V 5). Tačiau yra 
ir tokių laukų, kurių bazinė aibė — baigtinė. Su vienu iš jų susipažinome 
3.1 skyrelio 6 pavyzdyje: bazinė aibė (a, b) turėjo tik du elementus. Dabar 
pakalbėsime apie vieną tokių laukų klasę — liekanų pirminiu moduliu 
laukus, kurie labai svarbūs tiek laukų, tiek skaičių teorijoje. Mums jie 
ne visai nauji: juk, nagrinėdami sveikojo skaičiaus т dalumą iš natūri- 
nio skaičiaus p, iš tikrųjų mes domimės, kokia yra liekana , t. y. skaičius 
r išraiškoje 

m=pq +r, 0 <r<p. 


Kaip žinome, skaičius sudedant, liekanos taip pat sudedamos, o dau- 
ginant liekanos dauginamos: 


(ра; + т) + (ра» + га) = Р (91 + q.) + (т + г»), 
(рау +): (ра. + ғ) =р(рд. 42 + Чи г» + г д) + пи ro. 
Ве to, kai r, +rə >p arba г, „р, jų liekana gaunama, atėmus skaičių 
p arba jo kartotinį. Tad nesunku suvokti idėją, kuria pagrįsti Žemiau pa- 
teikti liekanų sudėties G) ir daugybos (>) apibrėžimai. 

Skaičių teorijoje nagrinėjama liekanų (liekanų klasių) aritmetika. 
Susipažinsime su ja, kai p — pirminis skaičius, t. y. su liekanų pirminiu 
moduliu p laukais. Tie skaitytojai, kuriems įrodymai bus pernelyg sudė- 
tingi, gali apsiriboti tiktai faktais (jie labai paprasti) іг pavyzdžiais. 

Imkime pirminį skaičių p skirtingų simbolių ау, a;, ..., а, 1. Kadangi 
čia nesvarbu, kokius simbolius (raides) pasirenkame, tai laikykime а, = i, 
і= 0), 1,2,..., p— 1. Pažymėkime 


R,=(0, 1, 2, ..., p-1) 


ir vadinkime šią aibę liekanų moduliu p aibe. Tai visai natūralu, nes bet 
kurį sveikąjį skaičių padalijus iš skaičiaus p, liekana visada priklausys 
šiai aibei. Apibrėžkime šioje aibėje sudėtį ir daugybą šitaip: jeigu a, Бе 
E Rp tai 

a®b=a+b—kp; čia k — toks sveikasis nenelglamas skaičius, kad 
0<a4+b-kp<p, 

a()b=ab—tp; čia t — toks neneigiamas sveikasis skaičius, kad 0 < 
<аВ 1р <р. 

Tokių veiksmų pavyzdžių jau buvo 1.10 skyrelio 13—15 uždaviniuo- 
se (p= 7). 

Aišku, kad ši sudėtis skiriasi nuo skaičių sudėties, о daugyba — nuo 
skaičių daugybos. Kad geriau apsiprastume su šiais keistais veiksmais, 
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apskaičiuokime keletą reiškinių, paėmę p= 13. Remdamiesi taisyklėmis, 
gauname: 


809=84+9—1-13=4, nes 0<8+9—-13<13; 
104212 =10+12-—1.13=9, nes 0<104+12-13<13; 
5S64=5+4-0-13=9, nes 0<5+4< 13; 
507=5.:7—2.13=9, nes 0<5-7-2-13< 13; 
8()10=8-10—6-13=2, nes 0<8-10—6-13< 13; 
2(05=2-5—0-13==10, nes 0<2-5<13. 


Analogiškai gauname 
3(57=8, 56 =4, (602 )9=8()9=7, 904= 0, 58 =0. 


Kaip matome iš pavyzdžių ir taisyklių, norint „sudėti“ a ir b, reikia 
sudėti skaičius a ir b ir atimti tokį skaičiaus p kartotinį, kad gautume ma- 
žesnį ий p neneigiamą skaičių. „Dauginama“ analogiškai. 

Panagrinėsime struktūrą (В, ©, ©), sutrumpintai žymimą L,. Tuo 
tikslu pirmiausia išsiaiškinsime apibrėžtųjų operacijų savybes. 

Paėmę bet kurį trejetą а, b, ceR,, pagal apibrėžimą gauname: 
(a@b)@c = ((a +b-kp)+ с) 一 1P; čia k-—toks, kad O0<a4+b-kp<p, о 
t — toks, kad O<((a+b— p)+c)-Ip<p. 

Kadangi 
((0+b-kp)+c)-1p=(a+b+0)-(k+ t) p, 
tai vietoj K ir Е, tenkinančių nurodytasias sąlygas, galime pasirinkti tokį 
I=k+1, kad būtų 
0<a4+b+c-Ip<p. 

Taigi 
(ab) Dc=a+b+c-lp; čia I — toks neneigiamas sveikasis skaičius, 
kad O0<a4+b+c-Ip<p. 

Analogiškai 
a@(b@c)=a@(b+ c—Kkp)= (a +(b+c- kp)) —tp; čia k ir t — tokie, 
kad 0<b+c—kp<0 ir 0<a+(6+c—kp)-Ip<p. 

Kadangi a+(b4+c)—-kp-i1p=a+b+c-(k+4)p, tai, vėl pažymėję 
l=k+t, gauname 

а@®(Б Фе) =а+ьБ+ с —– ір; 


čia l — toks, kad O0<a+b4+c-lIp<p. 
Todėl (a@b)@c = a@(b@e). Tai reiškia, kad struktūra L, turi Z.LI 
savybę. 
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Kadangi a@0=a+0=a, ОФа=О-+а=а, tai "aibėje R, уга neutra- 
lusis sudėties atžvilgiu elementas 0. Taigi struktūra L, turi 2.1.2 savybę. 
Be to, 

аФ(р-а=а+(р-а)—р=0, 
todėl kiekvienas aibės R, elementas turi simetrišką sudėties atžvilgiu ele- 


mentą. Tai reiškia, kad struktūra L, turi 4.1.3. savybę. 
Remiantis apibrėžimu, 


bDa=b+a-—-kp=a4+b-kp, 0<a+b-kp<p. 
Todėl аФь=ЬФа, t. y. struktūra L, turi іг Ž.1.4 savybę. Visa tai reiškia, 


kad struktūra L, turi Ž.1 savybę. 
Kad struktūra L, turi 2.4. savybę, išplaukia iš lygybės 


b(Ja=ba-kp=ab-kp, 0<ab-kp<p, 


kuri reiškia, jog daugyba yra komutatyvi. Kad įsitikintumeė daugybos 
asociatyvumu, apskaičiuokime (ab)c ir abe) 

(авс = (аЬ —-kpX )c=(ab—kp)c—tp; čia k ir t — sveikieji ne- 
neigiami skaičiai, tokie, kad 0<ab-kp<p ir O0<(ab-kp)c-tp<p. 
Kadangi (ab — kp) c — tp =abc — (kc + ñ) p, (аі, pažymėję I=kc-+-t, gauna- 
me: (a()b)( Je = abc —Ip; čia [ — toks sveikasis neneigiamas skaičius, kad 
0 < арс – 1р <р. 

a(Ə(b(2Əc) =a( (bc – Кр) = а (bc — кр) —– tp; čia k ir t — tokie sveikieji 
neneigiami skaičiai, kad 0 < с/р <р ir 0 <а(рс-– Кр) – ір <р. Tačiau 
а (Бс —– Ер) — ір =аБс —– (ka + t) р, todėl а(2)(6()с) = абс – Ір; čia l — toks 
sveikasis skaičius, kad 0 < abc — Ір <р. Vadinasi, (асу Сус = aO bc) – 
daugyba yra asociatyvi, struktūra L, turi Ž. 2. savybę. 

Toliau imsime bet kokius а, b, ce R, ir apskaičiuosime reiškinius 
ФРС ir (а()с) bc); juos palyginę, įsitikirsime, аг yra savybė 

A 


(abc = (а+ Б – Кр)(С)с =(a+b—kp)c— ір = 
= (а-+5) с (Кс+ ғ) р =ас+ bc— ір; 
čia /— toks sveikasis neneigiamas skaičius, kad 0<ас+ Ёс – ір <р. 
(аС)с)Ф(ЬС)с) = (ас — kp) Ф(Ьс — tp) = (ас — kp + bc —tp)— vp = (ac + bc)— 
—(k+14+0)p=ac+bc- тр; 
čia m 一 toks sveikasis neneigiamas skaičius, kad 0 < ас +be — mp < p. 
Iš pastarųjų išraiškų išplaukia lygybė 
cbDOc=(COo@COo， 
kuri ir reiškia Ž.3 savybę. 


Iš daugybos apibrėžimo išplaukia, kad su kiekvienu aeR, a(-)1 =a, 
taigi tinka ir Z.2 savybė. 
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Nustatysime, ar kiekvienas nenulinis elementas 1,2,..., p— 1 turi Si- 
metrišką daugybos atžvilgiu elementą. Tuo tikslu spręsime lygtį 


a(JxX= 1. 


Imkime x = 0, 1, 2,...,p— 1 ir apskaičiuokime sandaugas 


а(5)0, a)l, a(2Ə2, -:., аСу(р— 1). (1) 
Tarkime, kad tarp šių sandaugų yra bent dvi lygios, a(Jt= ас), ir k <t. 
Tai reiškia, kad yra du tokie sveikieji skaičiai m ir n, su kuriais 


at- mp=ak-—np іг O<at-mp<p, 0<ak-np<p. 


Iš čia išplaukia, kad а(г – к) = (т – п)р. Kadangi 0<a<p ir p — pirminis 
skaičius, tai skaičių a ir p bendras didžiausias daliklis lygus vienetui. To- 
dėl iš pastarosios lygybės išplaukia, kad г – k dalijasi iš p. Tačiau :—k<p, 
todėl dalytis iš p negali. Gauname prieštaravimą, kuris įrodo, kad (1) se- 
koje nėra dviejų lygių sandaugų. Kadangi tokių sandaugų yra p ir visos 
jos priklauso aibei №,, kurioje уга p elementų, tai atsiras toks /, kad bū- 
tų аС/=1. Tai reiškia, kad lygtis а(.)х = I turi sprendinį, kai a #0, kitaip 
sakant, kiekvienam nenuliniam elementui atsiras simetriškas daugybos 
atžvilgiu elementas. Taigi struktūra L, turi L.3 savybę. Iš visų šių sampro- 
tavimų išplaukia, kad struktūra L, yra laukas. Jo bazinė aibė R, turi p 
elementų. 

Kadangi pirminiam skaičiui p nekėlėme jokių reikalavimų, tai sukon- 
stravome be galo daug laukų su baigtine bazine aibe. 

Pavyzdžiui, kai p= 5, tai [5 = ({0, 1, 2, 3, 4}, ©, ©) ir sudėties bei dau- 
gybos lentelės atrodo šitaip: 


ое pie 991 [#13 
pandur LA LADA ka ka bė 
а 
ВОВ ЫБЫЫЕ Е 
KA Ga ki t A e D LAKE 
eo HH 


2 | 3 | 0 | 413 |2 | 1 | 
Iš lentelių galime rasti, pavyzdžiu, —4=1, —2=3, 3-1=2, 4-1=4, 
271=3, 
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Kai p nėra labai didelis, elementui a atvirkštinį elementą galime rasti, 
apskaičiavę iš eilės sandaugas а, 2,..., kol gausime 1. Pavyz- 
džiui, raskime 7-1, kai p= 13. Turime: 7()1 =7, 7()2=14—13= 1, todėl 
7-1=2. Analogiškai gauname 9()1 =9,'9(.)2= 5, 9С)3 = I, todėl 9 一 一 3. 

Išspręskime lygtį 11(7ух=9 lauke L,,. Padauginę šią lygtį iš 11-1, gau- 
name: x — 11-79. Taigi užtenka rasti 1171: 


ПпО1 = 11, 102=9, 1103=7, 1104= 5, 1105=3, 110)6=1, 


todėl 117. =6: Apskaičiuojame x: 
x=11 759 = 6(.)9 = 2. 


Pastebėsime, kad lygtį аС)х=Ь galime spręsti, skaičiuodami sandau- 
gas aQ), а(2)2, ..., kol gausime sandaugą, lygią b. Atitinkamas daugi- 
klis prie a ir bus lygties a(2)x = b sprendinys. Todėl, sprendžiant tą lygtį, 
geriausia skaičiuoti sandaugas а(2)1, а(:)2, ... ir sekti, ką pirmiau gausime: 
l ar b. Jeigu sandauga a()c=b, tai с yra sprendinys; jeigu a(Əd= 1, tai 
d=a-1 ir lygties sprendinį apskaičiuojame pagal formulę х:=а- 56. 


— "3.4. Lauko charakteristika 


Jau žinome, jog laukai skiriasi tarpusavyje tuo, kad jų bazinės aibės turi 
skirtingą baigtinį elementų skaičių arba yra begalinės. Yra dar vienas ski- 
riamasis bruožas — lauko charakteristika. Jos apibrėžimas pagrįstas ku- 
riozišku iš pirmo žvilgsnio faktu: kai kurių laukų vienetinį elementą 1, 
sudėję su savimi tam tikrą baigtinį skaičių kartų, gauname nulinį lauko 
elementą 0,. Tačiau šis faktas stulbina tik todėl, kad mes įpratę operuoti 
skaičiais. Skaičiui 1 suteikiama kiekio prasmė (aibės {а} elementų kiekis), 
todėl kuo daugiau vienetų sudedame, tuo didesnį skaičių gauname ir nie- 
kada negali būti teisinga lygybė 


1+1+...+1=m-1=0, 


jeigu тє N. Tačiau padėtis iš esmės pasikeičia, kai nagrinėjame baigtinį 
lauką. Netrukus tuo įsitikinsime. 
Sudarykime reiškinį 


1, 141=2.1, 1+1+1=3.1, ..., 1+1+-..+1=k4-1, ... 
k 
Jeigu 1 yra natūrinis skaičius, šioje sekoje nėra nulių, todėl skaičių lauko 
vienetą sudėję su savimi kiek norima kartų, niekad negausime nulio. O da- 
Баг imkime baigtinį lauką, pavyzdžiui, lauką Ё,: 1Ф1=2, 1©1@1=3, 
1@1@1@1=4, 1@1@1@1@1=0. 
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Tarkime, kad 1, yra lauko L vienetinis elementas. Reiškinį 


l.+1,+...+1, 
ний 
k 


pažymėkime k-1,. Pažymėkime taip pat 0 · 1, =0, ir 


—k- l. =(- 15) +(-— 1r) + ... +(— 1,), КЕМ. 
k 
Veiksmų su šitokiais reiškiniais — „vieneto kartotiniais“ 一 taisyklės 
analogiškos veiksmų su sveikaisiais skaičiais taisyklėms. 
1. k- 1, +1: 1, =(Е +t)" lr. k, te Z. 
Ši taisyklė išplaukia iš 3.2 skyrelio 1.7 savybės, paėmus а= lr. 
2. (k- 1,): (t° 1,)= (ki) ° lr, k, t€ Z. 
Sia lygybe irodome, samprotaudami šitaip: 
(1, + g 1) (1, 十 cee T 1,)= l, + a 1, = (kt) - lr, 
k [ ki 


nes, dauginant vieną daugianarį iš kito, pagal 3.2 skyrelio 2.8 savybę reikia 
kiekvieną pirmojo daugianario narį dauginti iš kiekvieno antrojo daugia- 
nario nario. Analogiškai gauname lygybes: 


(l+... + 1,) ((-11)+ ... +(=1)) =(=1Ш)+ ... +(—1)=(—KD: lr, 
a БЕ Su T = 


((—1,)+...+(-1,)) (= 11) +... +(—1:))=(kt)- 1z. 


3. Jeigu n= mk, tai п -1,=(т :1,):(K + 1,). 
Ši savybė yra antrosios savybės išvada. 
Iš reiškinių K - 1; apibrėžimo ir 1 一 2 savybių išplaukia, kad struktūra 
(( k: 1: КЕ}, 5 +) 
yra žiedas. 
Dabar pažymėkime 
na=a+a+ ... +a=(n-1r)a, 

EET E я” 
—na=(—a)+...+(—a)=(n-(—1:))a, neN, 0-а=0,. 
„Kartotiniai“ ma turi 1—3 savybes. Tuo įsitikinti paliekama jums patiems. 

Jeigu laukas (L, +, +) baigtinis, tai yra toks natūrinis skaičius k, kad 
k 2 1,=0,. 
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Įrodymas. Sakykime, aibė L turi n elementų. Sudarome seką 


l, 1-1, 1+1 +1, ..., Ir+lr+-..+lr, Ir+lr+...+lr. 
k ui — k 4 
nį n+1 
Šioje sekoje yra n+ 1 elementas, kurių kiekvienas priklauso aibei L, turin- 
čiai п elementų, todėl yra bent du lygūs elementai. Tarkime, kad tai yra ele- 
mentai /- 1, irt: 1х, be to, £<!. Prie lygybės abiejų pusių pridėkime 一 上 1, 
ir gausime: 
і. lz 一 了 。 lr, (=t). 1, =0,, 1-1ЕМ. 


Mažiausią natūrinį skaičių А, tokį, su kuriuo ;teisinga lygybė k · 1, =0,, 
vadiname lauko (L, +, -) charakteristika. Ją žymime charL. 

Jeigu tokio natūrinio skaičiaus nėra, tai laukas vadinamas nulinės 
charakteristikos lauku. 


Šio skyrelio pradžioje matėme, kad laukas (О, +, ·) yra nulinės cha- 
rakteristikos laukas, charQ=0, о charL,=5. 

Iš įrodytojo teiginio išplaukia, kad baigtinis laukas turi nenulinę charak- 
teristiką. 

Jeigu lauko charakteristika nenulinė, tai ji yra pirminis skaičius. 

Įrodymas. Tarkime, kad k=charLirk=dt, ЧЕМ, t e N. Tada k - 1, = 
=0;. Tačiau k -1,=(4-1;)(+- 1,)=0,. Kadangi laukas neturi nulio da- 
liklių (3.2 $, 5.1 savybė), tai iš pastarosios lygybės išplaukia: 2 · 1, =0;, 
arba 7-1; =0;. Kadangi d<k ir t<k, tai gauname prieštaravimą skai- 
čiaus К parinkimui. Tai reiškia, jog prielaida neteisinga, taigi skaičius k ne- 
turi tiesioginių daliklių 一 yra pirminis. № 

Įdomu tai, kad baigtinis laukas, kurio charakteristika yra pirminis 
skaičius р, turi p”, те №, elementų. Pavyzdžiui, laukas, kurio charakteristika 
lygi 2, gali turėti 2, 4, 8, 16, 32, ..., 2", ... elementų; laukas, kurio charakte- 
ristika lygi 3, gali turėti 3, 9, 27, 81, ..., 3", ... elementų. Nėra lauko, kuris 
turėtų, pavyzdžiui, 6, 10, 12 ir, aplamai, тп elementų, kai m, n eN ir 
D (т, п) =1. Tačiau yra begalinių laukų, kurių charakteristika — baigtinė. 

Baigtinės charakteristikos lauke supaprastėja kai kurios formulės. 

Pavyzdžiui, tarkime, kad charL =2. Paėmę bet kokius a, b'e L, turėsi- 
те: (a+b)2=a2+2(ab)+b2=a2+(2 · 1) ab+b2. Tačiau, kadangi lauko 
charakteristika lygi 2, tai 2(ab)=O0;, todėl šiame lauke turime formulę 


(а + b)2= a° +b. 
Analogiškai galime parodyti, kad šiame lauke 
(а + 5) =а+ +6 
ir apskritai 
(a+b = а?" + 0°", neN. 


6. Р. Survila 81 


Siūlome skaitytojui pačiam įsitikinti, kad, kai charL = 3, yra teisingos 
formulės 


(а+ Б)? = а + 2, (a+ b+ с) = a+ b+ с?, 
(а + Б)?" = аз" + bs", 
о kai char 上 = р, teisingos formulės 
(а + Б)° = a? + b°, 
(а +b)” =a” +b”, пЕМ. 
— 3.5. Polaukiai. Pirminiai laukai 


Tarp kai kurių laukų egzistuoja panašūs sąryšiai, kaip ir tarp grupių — 
vienas laukas gali būti „įdėtas“ į kitą, gali būti jo polaukis. Pavyzdžiui, 
panagrinėkime laukus (О ([/ 5)) ir О. Kaip žinome, О={а+0.|/ 5|ає 
€e0)c0(V 5), о sudėtis ir daugyba [aibėje О sutampa su sudėtimi ir 
daugyba aibės O( 5) poaibyje О, nes 


(a+0-V 5) +(6+0-V 5)=(4+6)+(0+0) V 5=a+b 
(a4+0-V 5)(b+0-V 5)=(a45+5-0-0)+(a-04+5-0) V 5=ab; 


taigi racionaliųjų skaičių laukas yra „įdėtas“ į lauką (Q (V 5), +, -)- 
yra jo dalis, polaukis. 

Analogiškai galime nustatyti, kad laukas (Q (V 5), +, .) savo гиой- 
tu yra realiųjų skaičių lauko (R, +, +) polaukis, o racionaliųjų skaičių 
laukas (О, +, -) yra realiųjų skaičių lauko polaukis. 


Jeigu struktūros (L, +, -)ir(L,,+, -) yra laukai, о L, c L, tai (L,, +, `) 
vadinamas lauko (L, +, `) polaukiu. Laukas (L, +, ·) tuo atveju vadinamas 
lauko (L,, +, +) praplėtiniu, arba viršlaukiu. Jeigu, be to, L, Z L, tai laukas 
(L,, +, °) vadinamas lauko (L, +, -) tiesioginiu polaukiu. 


Laukas, neturintis tiesioginių polaukių, vadinamas pirminiu lauku. 


Pirminis laukas — tai tam tikra prasme minimalus savo tipo laukas. 

Polaukių sankirta yra polaukis. 

Įrodymas. Sakykime, kad laukai (L,, +, -) и (L,, +, -) yra 
lauko (L, +, : ) polaukiai. Panagrinėkime aibę L, n L. Kadangi aibėse L, 
ir L, galima sudėtis ir daugyba, be to, jos turi lauko bazinės aibės savy- 
bes, tai sudėtis ir daugyba galima ir aibėje L, n Г... Ве to, šioje aibėje lieka 
visos minėtų operacijų savybės. Todėl ji bus laukas šių operacijų atžvil- 
giu — lauko (L, +, -) polaukis. 

Kiekvienas laukas yra arba pirminis, arba turi pirminį polaukį. 
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Įrodymas. Jeigu laukas nėra pirminis, tai jis turi tiesioginių polau- 
kių. Radę visų tų polaukių sankirtą, gausime minimalų polaukį, neturin- 
tį jokių polaukių. Tai ir bus pirminis lauko polaukis. 

Racionaliųjų skaičių laukas (Q, +, -) yra pirminis. 

Įrodymas. Tarkime, kad laukas (@,, +, -) yra racionaliųjų skai- 
čių lauko polaukis. Tada 

Q, < О. (1) 


Kadangi (Q,, +, `) yra laukas, tai Гє О, ir aibėje Q, galima atlikti sudėtį 
bei atimti. Todėl 2=1+1 ЕО,, 3=1+1+1ЕО,, ... ir apskritai su kiekvie- 


nu neN turėsime п=1+1-+... +1ЕО,. Tai reiškia, kad Nc 0,. Be 
T STAI 


to, 0=1-1€0,, —-1=0-1€60,, -—2=(-1)+(-!)€60,, ir apskritai 
—ne О, su kiekvienu natūriniu п. Taigi Z < Q,. Kadangi [aibėje Q, galima 
dalyti iš kiekvieno nelygaus nuliui skaičiaus, tai, paėmus bet kokią porą 
тє2 ir ne N, bus m/ne O,. Tai reiškia, kad 


| | 0-0. (2) 
Iš (1) ir (2) išplaukia: O,= 0. 


Jeigu p — bet koks pirminis skaičius, tai laukas L, yra pirminis. 

Įrodymas. Imkime lauko L, adityviąją grupę (R,, G). Jos eilė lygi р, 
todėl ši grupė neturi tiesioginių pogrupių. Tarkime, kad L с №, іг laukas 
(L, Ф.О) yra lauko L, polaukis. Grupės (L, 中) eilė yra skaičiaus p dalik- 
lis (žr. Lagranžo teoremą). Kadangi р — pirminis skaičius, tai E (L, ©) 一 
aibės L elementų skaičius — yra lygus p arba 1. Tačiau būti lygiu vienetui 
jis negali, nes lauko bazinė aibė turi ne mažiau kaip du elementus. Vadi- 
nasi, aibė L turi p elementų; taigi L= R,, ir laukas (L, ©, (O) sutampa su 
lauku L.. 

Šioje knygelėje neturime galimybės išaiškinti, kaip atrodo lauko L, 
viršlaukiai, todėl tik pasakysime, kad kiekvieno baigtinio lauko L, virš- 
laukio bazinės aibės elementų skaičius lygus p"; čia ne N. Ir apskritai, jeigu 
laukas (L, +, `) = baigtinis ir jo charakteristika lygi p, tai jo bazinė aibė 
L turi р’ elementų; čia k 一 natūrinis skaičius. 


СТА 
— 3.6. Vektorinė erdvė. Algebra | 


Grupės, žiedai, laukai — tai anaiptol dar ne visos algebrinės struktūros. 
Galimos ir dar sudėtingesnės struktūros, susidedančios nę iš vienos aibės su 
viena ar keliomis operacijomis, bet iš daugiau aibių. Tokiose struktūrose, 
be vidinių operacijų, gali būti dar ir išorinės. Neišsigąskime: ir su tokiomis 
struktūromis jau esame susidūrę vidurinėje mokykloje. Prisiminkime vek- 
torius. Kaip Žinome, plokštumos vektoriumi vadiname plokštumos lygia- 
gretųjį postūmį. Tokių vektorių aibę žymėsime raide V,. Sprendžiant įvai- 
rius geometrijos uždavinius, tenka ne tik sudėti vektorius, bet dar ir dau- 
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ginti juos iš skaičių. Vektorių sudėtis, aišku, yra vidinė binarė algebrinė 
operacija aibėje Г, V,x V, +> V, 


turinti komutatyvumo ir asociatyvumo savybes. Be to, struktūroje (V, +) 
egzistuoja neutralusis elementas ir kiekvienam elementui priešingas 一 si- 
metriškas sudėties atžvilgiu — elementas. Taigi ši struktūra yra komuta- 
tyvioji grupė. 

Vektorių daugyba iš skaičiaus yra išorinė operacija 

R x V, -- — V,, 
turinti šitokias savybes: 

1 -a=a su kiekvienu a eV,; 

(П)а=1 (ta), paėmus bet kuriuos /, te R ir bet kurį ae V,; (/(a4+b)= 
=la+Ib, paėmus bet kurį le R ir bet kuriuos a, be Vz; 

(I+ )a=la+ ѓа, paėmus bet kuriuos /, te R ir bet kurį ac Г.. 

Be to, realiųjų skaičių aibė R yra laukas sudėties ir daugybos atžvilgiu. 
Taigi čia turime naujo tipo struktūrą, sudarytą iš vektorių aibės V,, kurioje 
apibrėžta vektorių sudėtis, realiųjų skaičių aibės R, kurioje apibrėžta skai- 
čių sudėtis ir daugyba, be to, yra apibrėžta išorinė operacija — vektoriaus 
daugyba iš skaičiaus. Taigi naująją struktūrą sudaro grupė (V,, +), laukas 
(R, +, `) ir išorinė operacija, siejanti šią grupę su lauku ir turinti nurody- 
tąsias savybes. 

Analogišką struktūrą gausime, vietoj aibės V, paėmę aibę V, — erdvės 
vektorių (erdvės lygiagrečiųjų postūmių) aibę. 

Matematikoje nagrinėjama daug analogiškos konstrukcijos struktūrų, 
todėl jos išskiriamos iš kitų ir bendrai vadinamos vektorinėmis erdvėmis. 

Kad būtų aiškesni užrašai, netuščios aibės V elementus žymėsime grai- 
kiškomis, o aibės L elementus — lotyniškomis raidėmis. 


“Tarkime, kad struktūra (L, +, -) yra laukas, o struktūra (V, +) 一 
komutatyvioji grupė. Jeigu yra apibrėžta aibės V elementų daugyba iš lauko 
L elementų LxV-<-VĮ 


turinti savybes: 

V. 1) 1:х=а su kiekvienu < iš V; 

V. 2) (abjx=a(bx), paėmus bet kuriuos а, be L ir «e V; 

У. 3) (a+ Б)х=ах-+- ba, paėmus bet kuriuos a, be L ir «e V; 

У. 4) а(«-+-В)=ах+аВ, paėmus bet kuriuos ae L ir a, Be V, 
tai V vadinama vektorine erdve virš lauko L. 

Aibės V elementai х, B, y, Š, ... vadinami vektoriais, o aibės L elementai 
а, b, ... vadinami skaliarais. 


Iš šio apibrėžimo matome, kad vektorius (algebrine prasme) yra vekto- 
rinės erdvės elementas. Čia jam nesuteikiame jokios konkrečios prasmės, 
todėl yra didelės galimybės įvairioms interpretacijoms ir taikymams. 

Atkreipsime dėmesį, kad, kalbėdami apie vektorines erdves, ženklu +- 
žymime dvi operacijas: skaliarų sudėtį ir vektorių sudėtį. Zenklu - taip pat 
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žymime dvi operacijas: skaliarų daugyba ir vektorių daugybą iš skaliarų. 
Todėl, skaitant tekstą, visada reikia gerai suvokti, apie kokį. veiksmą kal- 
bama. 

Vektorinių erdvių pavyzdžiai. 

1. Skyrelio pradžioje minėtos plokštumos ir erdvės vektorių struktū- 
ros yra vektorinės erdvės. 

2. Panagrinėkime aibę 


R"=RxRx....xR=((a,, do, о) a,) | a, e R, i=1, 2; e...) n}, 
n 
t. y. n-narių sekų aibę. Šioje aibėje apibrėžkime sudėtį šitaip: 
jeigu х= (ау, ао, ..., An) іт B=(b,, bp, ..., bn), tai <+B=(a,+6;, а», ... 
... G, РО). / 
Aišku, kad « + B e R", jei tik <, ВЕ В". Todėl ši taisyklė apibrėžia vidinę 
binarę algebrinę operaciją aibėje R": 
R" x К" -+> В". 
Kadangi a,+b,=b,+a;, tai «+В=В+а 一 sekų sudėtis komutatyvi. 
Paėmę y=(c;, со, ..., С), turėsime: 
(«+ В) +ү = ((а, +b) +c, (a, +b,)+c,, ..., (a, +b,) + сл); 
«+ (В +) = (а, + (6, +), a, + (b, + с»), °° °; an+ (bat С»). 
Kadangi (a,+)b;)+c,=a,+(b,+ c), tai (z +B) +y=%+(B + -) 一 sekų 
sudėtis asociatyvi. | 
Jeigu О=(0, 0, ..., 0), tai z+ O=(a, +0, a,+0, ..., а, +0) = (а, а», ..., 
..., аа) su kiekvienu х є R". Taigi (0, 0, ..., 0) yra nulinis (neutralusis sudė- 


ties atžvilgiu) aibės R" elementas. 

Kadangi pagal sudėties apibrėžimą 

(а,+(— а), а+(— а), ..., аа+(—а,)) = (0, 0, ..., 0), 

tai, pažymėję —®=(—а,, —ао, ..., —G,), gauname: «+(-«4)=0. Tai reiš- 
kia, kad kiekvienai sekai < egzistuoja priešinga (simetriška sudėties at- 
žvilgiu) seka. Visa tai rodo, kad struktūra (R", +) yra komutatyvi grupė. 

Apibrėžkime sekos daugybą iš realiojo skaičiaus šitaip: tæ =! (ау, ао, ..’ 
.. an) = (tay, таз, ..., ап). 

Kadangi 1 -a=(1-4,, !*а., ..., | ` a,)= (ax, ао, ..., а,), tai gauname 
У. 1 savybę. Iš apibrėžimo išplaukia: 

(№) «= (0) а, ..., (I)a,) =(1Ga), ..., I(ta,))= 
一 (а, ..., а) = 1 (ta). 
Tad ši operacija turi ir V.2 savybę. Kadangi 
(1+1) «=(+даь, os., Ч+да,) =@а +“, ..., а, а.) = 
= (Тау, ..., Їа,) + (а, ..., ta, )=lx +4 ta, 


tai ji turi ir V. 3 savybę. Remdamiesi sekų sudėties и daugybos iš skaičiaus 
apibrėžimais, gauname: 


1(&+ 8) = (1(а, + ,), ..., Ia, +5,)) = (а; +1Ь,, ..., la, + b) + 
= ([а., ..., la)+(Ib,, ..., Ib,)+ la +18. 
Vadinasi, gavome ir V.4 savybę. 


Iš šių samprotavimų išplaukia, kad aibė R" yra vektorinė erdvė virš rea- 
liųjų skaičių lauko. Jos elementus 


x= (ais а, ---, An) 


vadiname n-mačiais vekroriais-eilutėmis (Su realiosiomis komponentėmis). 
Sekos nariai a}, ао, ..., а, vadinami vektoriaus komponentėmis. 

Šiuo pratimu sukonstravome be galo daug vektorinių erdvių, nes nesu- 
darėme jokių apribojimų skaičiui ne N. Tuo atveju, kai n=1, apibrėžtoji 
sekų sudėtis sutaps su realiųjų skaičių sudėtimi ir sukonstruotoji struktūra 
sutaps su realiųjų skaičių lauku, nes х = (а)є R. |Taigi vektorinę erdvę gau- 
sime tik tuo atveju, kai n >2. 

Plačiau vektorinės erdvės R" savybės yra išnagrinėtos A. Matuliausko 
knygelėje „Vektoriai ir matricos“. 


Jeigu vektorinėje erdvėje virš lauko L (aibėje V) yra apibrėžta dar ir 

(vektorių) daugyba | 
Ух ——Ё, 
turinti savybes: ' 

А. 1) («B)y=x (By) su bet kuriais a, B, ye V; 

А. 2) a (IB+ty)=I(a«ß)+t (æy) su bet kuriais I, teL ir a, B, yeV, 
tai gautoji struktūra vadinama tiesine algebra virš lauko L. 

Tokios struktūros pavyzdį galime gauti iš erdvės R*, apibrėžę daugybą 
šitaip: 

(a, Б) (с, d)=(ac—bd, ad + bc). 


Patikriname, ar apibrėžtoji daugyba turi A. 1 ir A. 2 savybes. Paėmę 
х= (а, b), B=(c, d), Y= (g, h), pagal apibrėžimą gauname: 


(93) ү = ((а, Б) (с, d)) (g, h)=(ac—bd, ad+bc)(g, №) = 
= ((ас —bd)g — (ad +bc)h, (ac—bd)h+(ad+bc)g)= 
= (асе — bdg — adh — bch, ach — Бай + айе + bcg), 
a (Ву) = (а, b)((c, d)(g, h))=(a, b) (cg —dh, ch + аг) = 
=(a(cg—dh)— b(ch+ dg), a (ch+ dg) +b (cg — dh)) = 
= (асе — adh — bch — bdg, ach + аде + beg — Баһ). 
Taigi (х3)ү = ә (By). 
86 


Kadangi ir 
a (18-17) = (а, 5) ((c, Id) + (tg, th)) = (а, Б) (Ic +1g, l+ th) = 
= (a (Ic +tg)—b(ld+ th), a(ld+ th) + b (lc + tg)) = 
= ((alc — bld) + (atg — bth), (ald + Ыс) + (ath+ btg))= 
= (I(ac—bd), I(ad+bc))+(t(ag—bh), t (ah+ bg)) = 
=l(ac—bd, аа+ Бс) + (ав — bh, ah+bg)=I(aB) + t (оү), 


tai х (IB +ty)= (В) + t (æy). Tai reiškia, kad ši operacija turi A. 1 ir A. 2sa- 
vybes. Tokiu būdu iš vektorinės algebros virš realiųjų skaičių lauko R 
gavome tiesinę algebrą virš to paties lauko. 

Skaitytojams, susipažinusiems su kompleksiniais skaičiais, patariame 
pasižymėti (а, b)=a +ib, laikyti, kad iž= —1 ir žiūrėti, kuo tada virsta 
apibrėžtoji dvimačių vektorių eilučių daugyba. 

Šių dienų algebra nagrinėja tiek bendrąsias tiesinių algebrų savybes, 
tiek įvairias konkrečias algebras. 


3.7. Uždaviniai 


1. Įrodykite, kad 1.10 skyrelio 6 uždavinyje apibrėžta struktūra (Z [V 2], +, `) 
yra komutatyvusis žiedas. _ 

2. Paėmę bet kokį natūrinį skaičių m Æ k?, aibėje Z IV т] apibrėžkite sudėtį ir dau- 
gybą analogiškai 1.10 skyrelio 6 uždavinyje apibrėžtoms operacijoms ir įrodykite, 
kad gautoji struktūra yra komutatyvusis žiedas. 

3. Aibėje {0,1,2} taip apibrėžkite sudėtį ir daugybą, kad gautoji struktūra būtų laukas. 
4. Aibėje Q (V m)=(a+b Ут |а, be Q) sudėtis ir daugyba apibrėžtos šitaip: 


(a+b V m)+(c+dV m) =(a+c)+(b+d) V m, 
(a+b Vm). (c+d V т) = (ас+ Бат) + (ad+ be) V т. 


Įrodykite, kad gautoji struktūra yra laukas su kiekvienų me №. Išaiškinkite, kada jis su- 
taps su racionaliųjų skaičių lauku. 
5. Įrodykite, kad yra toks lauko adityviosios grupės (L, +) pogrupis, kurio eilė 
lygi baigtinio lauko (L, +, ·) charakteristikai. 
6. Įrodykite teiginius: 
a) jeigu k yra lauko (L, +, -) charakteristika, tai su kiekvienu ae L teisinga lygybė 
k -a=Or; 
b) baigtinės charakteristikos lauko kiekvieno polaukio charakteristika yra lygi pa- 
ties lauko charakteristikai: 
с) jeigu lauko charakteristika lygi p, tai bet kurie jo bazinės aibės elementai tenkina 
lygybes: 
(a+b)P=aP+bP, (a+b+c)P=aP+bP +cP, 


(а+Ь)Р* =аР'+ЬР"; čia КЕМ. 


7. Struktūra (L, +, +) 一 laukas. Įrodykite teiginius: 
a) jeigu tik ae L, tai — (-а=а; 
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b) jeigu tik ae L, a+0r, tai (a -1) !-a; 
с) Reiškinys a/b, Каі b+0p, apibrėžiamas lygybe a/b=ab“!. Įrodykite, kad: 


а с _ ad+bc a с ad-bc ао аи 

b 4 bdd ' b d bd ' b d ba” 
alb ad -(#)=-°=-%.,($) =2 
са be’ b] 一， 


b а’ 
kai а+0;, +0, ir (—a) = —(a 1), Каі a#0r (21р= са reiškia ad= be). 

8. Aprašykite detaliai lauką L;: užrašykite jo bazinę aibę, sudarykite sudėties ir 
daugybos lenteles, raskite nulinį ir vienetinį elementus, visų elementų priešinguosius ele- 
mentus, nenulinių elementų atvirkštinius elementus, be to, raskite šio lauko charakteristi- 
ką ir sudarykite bent vieną kvadratinę lygtį su šio lauko bazinės aibės koeficientais, kuri 
neturėtų sprendinio aibėje R,. 

9. Aibėje Вт={0, 1, ..., т-1}, kur т — sudėtinis natūrinis skaičius, sudėtis ir 
daugyba apibrėžtos šitaip: 

aGb=a4+b-km; čia k — toks sveikasis neneigiamas skaičius, kad 0<а+ 
+6-km<m; 

b=ab-—tm; čia г — toks sveikasis neneigiamas skaičius, kad 0<ab-/m< m. 
Įrodykite, kad struktūra L„ = (Rm, +0) yra komutatyvusis žiedas. Raskite jo nulinį 
elementą. Nustatykite, ar jis turi vienetinį elementą, jei taip, tai raskite jį. Kodėl ši struk- 
tūra nėra laukas? 

10. Detaliai aprašykite žiedus: а) Г», Б) L,. Užrašykite bazines aibes, sudarykite su- 
dėties ir daugybos lenteles, raskite nulio daliklių poras (jeigu аб = 0;, о a*0; іг bz 0r, 
tai a ir b vadinami nulio dalikliais), nustatykite, kurie elementai neturi atvirkštinių. 

11. Pažymėkime С [0, 1] tolydinių intervale [0; 1] funkcijų aibę. Šioje aibėje funkcijų 
sudėtį ir daugybą apibrėžkime natūraliu būdu: 


f+zg (х) = (x)+g (x), Л (x)=f (x) g (x). 
Įrodykite, kad struktūra (C [0; Ц, +, -) yra komutatyvusis žiedas. 


12. Aibėje 
a 
"= (5) во} 
apibrėžta sudėtis (vidinė binare algebrinė operacija) 
a с\ /а+с 
аа) 
іг daugyba iš racionaliojo skaičiaus (išorinė operacija) 


人 


Įrodykite, kad gautoji struktūra yra vektorinė erdvė virš racionaliųjų skaičių lauko. 
13. Apibendrinkite 12 uždavinį aibei 


а} 
аз 
Ы |a;€0, i=l, e è n 


| Gn 
Nurodymas. Pasinaudokite 3.7 skyrelio 2 pavyzdžiu. 
14. Realiųjų skaičių sekų aibėje 
$к={(а\, аз, ...)laeR, i=l, 2, ...} 
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sudėtis apibrėžiama šitaip: sudedant dvi sekas, sudedami jų atitinkami nariai. Daugyba 
iš realiojo skaičiaus apibrėžiama šitaip: padauginti seką iš realiojo skaičiaus — reiškia 
kiekvieną jos narį padauginti iš to skaičiaus. Įrodykite, kad gautoji struktūra yra vektori- 
nė erdvė virš realiųjų skaičių lauko. 

15. Antrosios eilės kvadratinių matricų aibėje 


a b 
р A 
[° (5 (22 sijų 
с а] \k I c+k 4+1 
daugyba iš realiojo skaičiaus 
( p бк 3 
і = 
\ с с td 


а s) (; ‚= ag + bk CIT 
vc а) Nk 1] \се+ак ch+dlį 
Įrodykite, kad gautoji struktūra yra tiesinė algebra virš realiųjų skaičių lauko. 


Nurodymas. Pirma įrodykite, kad M, yra vektorinė erdvė virš realiųjų skaičių lau- 
ko, ро to patikrinkite, ar matricų daugyba turi A.! ir A.2 savybes. 


а, b, c, der! 


apibrėžta sudėtis 


ir daugyba 


— BAIGIAMOSIOS PASTABOS 


Tikėkimės, knygelė pasiekė savo tikslą — supažindinti su algebrinės 
operacijos ir algebrinės struktūros sąvokomis. Nagrinėjome įvairias bina- 
res algebrines operacijas įvairiose aibėse: skaičių aibėse — skaičių veiksmus, 
geometrinių transformacijų kai kuriose aibese — kompoziciją, keitinių 
aibėse — keitinių daugybą, liekanų aibėse — liekanų veiksmus ir kt. Susi- 
pažinome Su grupėmis, žiedais, laukais, vektorinėmis erdvėmis ir kai ku- 
riomis šių struktūrų savybėmis. Tačiau nedideliame leidinyje, tuo labiau 
skirtame ne matematikams, о tik besidomintiems šiuo mokslu, buvo įma- 
noma žengti tik pirmuosius žingsnius į naują jos sritį. Už akiračio liko žiedų 
homomorfizmai, žiedų ir laukų izomorfizmai, grupių normalieji dalikliai, 
faktorgrupės, faktoržiedai, dalumo teorija žieduose ir daugybė kitų klausi- 
mų. Bet jeigu knygelė paskatino susidomėti moderniąja algebra ar apskri- 
tai matematika, — puiku, o Žinių šaltinių rasite. 

Deja, lietuvių kalba populiarios literatūros apie abstrakčiąją algebrą turi- 
me nedaug. Minėtos A. Matuliausko, H. Markšaičio knygelės, pora A. Ni- 
veno ir O. Ore vertimų, — tai ir viskas. Todėl norėtųsi atkreipti dėmes; 
į rusų kalba išleistą puikią Žymaus vengrų matematiko knygą 3. Фрид. 
„Элементарное введение в абстрактную алгебру“. М.:Мир, 1979. 

Autorius reiškia viltį, kad knygelė davė naudos smalsiam ir kantriam 
skaitytojui. Įdomumas dažnai priklauso nuo mūsų nusiteikimo, о tai, 
kas paprasta ir lengvai suprantama, neduoda peno mąstymui. Galbūt, 
pailsėję kibsite į sunkesnes vietas dar kartą? Jeigu taip, jūs 'turite labai 
svarbų matematikui būdo bruožą! 
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Uždavinių atsakymai, sprendimai arba patarimai, 
kaip reikia spręsti 


I SKYRIUS 


1. Aibėse A, В, С, D, G galima atlikti sudėtį ir daugybą. Tuo įsitikiname, sudėję ir 
sudauginę bet kuriuos du tos pačios aibės skaičius. Aibėje Н sudėtis, taip pat ir daugyba, 
ШЗ ne visada. 

2. a) Sudėtis galima ne visada; pavyzdžiui, 


1/2е4, 3/2eA, о 1/24+3/2=24 A. 


Daugyba galima. b) Sudėtis galima ne visada; pavyzdžiui, 25e B ir 2*e B, о 294-2*=32+ 
x4=364 B, nes 3652", Daugyba galima. с) Sudėtis galima ne visada. Daugyba nega- 


| ; ; ../1 А Е. 
lima. d) Sudėtis galima. Daugyba galima ne visada; pavyzdžiui, (5 ++) (5+ +) = 


2 
25 ы: 25 | р 1 1 a 
35’ о skaičiaus 36 negalima užrašyti pavidalu > Xia y. Tarę, kad taip užrašyti 
galima, gautume lygybę - 去 = „iš kurios išplauktų: 25 -6=36 (3x+ 2y). Ka- 


dangi čia x ir y — sveikieji skaičiai, tai 25 turėtų dalytis iš 6, o taip nėra. g) Sudėtis 
galima ne visada; pavyzdžiui, 3/4+ 3/4=6/4> 1. Daugyba galima. h) Jų sudėtis ir 
daugyba galima. (Daugybos galimumas patikrinamas paprastai. Sudėties galimumui 
patikrinti imame 52! ir с2°. Sudėję gauname skaičių 


b2!+025=(62-*+0237*) *ЕН, 


nes 62/—* ir c25—* — sveikieji skaičiai. Raide k čia pažymėtas mažesnysis iš skaičių ł ir 5. 
3. a—h) — visos uždaros. Sprendžiama tokiu pat būdu, kaip 3h uždavinys. Imkime 


х= (Ic, Id), B=(I/, Ig); čia с, d, f, ge О. Suma 
«+8=(с+1/, 14+18) = (1(с+7), 1(4+в))є Н, 


nes с+ ЛЕО іг d+g€< Q — racionalieji skaičiai. 

4. a—d) Uždaros. g) Neuždara; pavyzdžiui, Ёуху,- Ах], = Юзкв Е G. 

6. Sudėtis komutatyvi, asociatyvi, aibėje yra neutralusis sudėties atžvilgiu elementas 
(nulis) ir kiekvienam jos elementui priešingas (simetriškas sudėties atžvilgiu) elementas. 
Visas šias savybes galima patikrinti tiesiogiai. Raskime, pavyzdžiui, skaičiui m+n 2 
priešingąjį skaičių. Išsprendžiame lygtį 


(m+n V 2)+(х+у V 2) 0+0. У 2; m+x=0, п+у=0; х= —m, у= —n. 


Todėl —(m+n V 2)=(-m)+(-n) V 2e Z (Y 2]. Б 

Daugyba komutatyvi, asociatyvi, distributyvi sudėties atžvilgiu, aibėje yra neutra- 
lusis daugybos atžvilgiu elementas (vienetas), bet ne kiekvienas skaičius turi atvirkštinį 
(simetrišką daugybos atžvilgiu) skaičių šioje aibėje. Norint rasti skaičiui m+nŲ 2, m, 
neZ, m= 0 arba n=0, atvirkštinį skaičių, reikia išspręsti lygt į 


тх+2пу=1, 


(m+n V 2)(x+y У 2) =1+0. V 2. l nx+my=0. 


Gauname: 
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Čia m?—2n?#0, kai m#0 arba пт 0, nes V 26 0. Kadangi sprendiniai ne visada 
yra sveikieji skaičiai (pavyzdžiui, kai т=1, п=2, gauname x = — 1/7, y=2/7), tai пе 


visi aibės Z [V 2] nenuliniai skaiciai turi к Štai, 
(1+2 У 2)-:= – = 了 十 了 = У22[И 21. 


7. Sudėtis komutatyvi, asociatyvi, И yra neutralusis jos atžvilgiu elementas, kiek- 
vienas skaičius turi priešingąjį toje pačioje aibėje. Daugyba komutatyvi, asociatyvi, di- 
stributyvi sudėties atžvilgiu, aibėje yra neutralusis jos atžvilgiu elementas, kiekyienas šios 
aibės nenulinis skaičius turi atvirkštinį toje pačioje aibėje. Sudėtis turi atvirkštinę opera- 


ciją, daugyba turi atvirkštinę operaciją aibėje О ( У? 2)\{ 0}. 
„Sudėtį galima apibrėžti ir lentelę sudaryti, naudojantis taisykle а;+а;= 
G; +) (mod 5): ia i+ j (mod 5) reiškia liekana, padalijus ¿+J iš 5. 

. 9. „Daugyba“ komutatyvi, asociatyvi, aibėje yra neutralusis jos atžvilgiu elementas 
1, bet ne visi elementai turi simetriškus šios „daugybos“ atžvilgiu elementus. ,„Daugy- 
bos“ atžvilgiu yra uždari šie poaibiai: {0}, (0, 1}, 10,3), {1}, (33, 11,3), 10,4), {1,5}, 
(0,1,53,12, 4), (0, 2, 4), 44}. 

10. Vektorių sudėties savybes galite rasti A. Matuliausko knygelėje ,„Vektoriai ir 
matricos“, arba 7 klasės geometrijos vadovėlyje. 

11. Komutatyvi, asociatyvi, neutraliojo elemento nėra. 

12. Komutatyvi, asociatyvi, neutraliojo elemento nėra. 

13. Komutatyvi, asociatyvi, yra neutralusis elementas 0, kiekvienas elementas turi 
simetrišką elementą, 6, 1, 2, 6, 1, 4. 

14. Komutatyvi, asociatyvi, yra neutralusis elementas 1, kiekvienas elementas turi 
atvirkštinį — operacija turi atvirkštinę operaciją. 4, 6, 2, 5, 5. 3. Elementą а „padalyti“ 
iš 5 — reiškia rasti tokį elementą с, kad būtų bxc=a. T ов, norint sudaryti „dalybos“ 
lentelę, reikia rasti visų lygčių b xx=a a, b e(1,2,3,4, 5, 6) sprendinius i ir juos surašyti į 
atitinkamus langelius. Pažymėjus lentelės eilutes „daliniu“, о stulpelius „,„dalikliu“, gau- 
nama šitokia lentelė: 


о |! а |за [зе | 
| >: 
1 [4238 К 
2 а аара (ез 
I 
LL 
ОИЕ 
ЗЕЕ 
ва 


15. 1, 5, 6, 
91 


2 SKYRIUS 


1. a) Ši struktūra neturi savybės G. 3, nes, pavyzdžiui, lentelės eilutėje, pažymėtoje 2, 
nėra 1 一 vienetinio elemento. b) Reikia sudaryti lentelę ir patikrinti, ar yra G. 1— G. 3 
savybės. 

2. Reikia patikrinti, аг yra G. 1 — G. 4 savybės. 

3. Reikia patikrinti, аг yra G.1 — G.4 savybės. 

4. Reikia patikrinti, аг уга G.1 — G.3 savybės. Tai galima atlikti šitaip. Imkime tris 
funkcijas iš aibės Ер : f, g, p. Pagal apibrėžimą randame 


(fg) Ф (x) =? (7 (х) =? [z (7 6) и f (89) (*)=(g9) f (x) =Ф (› (fe). 
Tai reiškia, kad funkcijos (fe) ir f (ge) sutampa. Neutralusis šios operacijos atžvilgiu ele- 
mentas yra funkcija 1, t. y. I(x)=1-x40, nes Jf(x)=f (I (x)) =f (x) и р(х) = 
=! (f (x)) =I (ax+b)=ax+b=f (x). Taigi If=fI kiekvienai funkcijai f iš Ек. |Sime- 
triškąjį: funkcijai If: /(х)=ах +6, a+0 elementą (atvirkštinę funkciją), gausime, iš- 
sprendę lygtį /g= I, kurioje g : g(x)=ux +v — nežinoma funkcija: 
fg (x) =g (f(z))=u(ax+b)+%=1 -x+0. uax+ub+v=1-x+0, 
1 


и = — , 


з а 1 Ь 
ub+o=0. -È 8:8 (х)= 7 Ее 


5 З 
Apskaičiuojame sandaugą gf ir tuo būdu patikriname, ar rastoji funkcija yra atvirkš- 
tinė funkcijai f. 
ef : gf =f (g (х))=/ (=. x- 2 )=a (2. X 一 2 J+0=1 -x+0=1 (x). 
a a a a 
Taigi g/=/g= 1. 
5. Sprendžiama analogiškai kaip 4 uždavinys. Neutralusis elementas šiuo atveju 


yra funkcija I : I (x, у)=(1.х-0у, 0+x+1-7). Atvirkštinei funkcijai rasti sprendžia- 
me lygtį fg= I, kurioje 


f : f x, y)=(ax+by, сх+ау) lir g : g (x, у) = (их+уу, wx+ zy) 一 
nežinoma funkcija: 
Је (x, y)=z (f (x, y))=z (ax+ by, cx+ dy) = 
= (и (ax+by)+v (cx+ dy), w (ax + by)+ z (cx+dy))= 
= ((аи+ со) x +(bu+-d0) у, (aw+ cez) x+ (bw + dz) y)=(1 „х+0.у, 0: x+: у). 
qu+co=1, aw+ cez =0, 
I bu + do = 0, | bw4-dz=1. 


Abi šios sistemos turi sprendinius, kai ad— bc 0. Juos radę, gausite funkcijai f atvirkš- 
tinę funkciją 
d b 一 C a 
1. =i — A as DS = а manama om am ———— 
Prius, »=( ай—Бс ^ ай-Ьс ?' ad—be Хі y). 


6. Galimi keli skirtingi apibrėžimai. Vieną iš jų gauname šitaip. Pažymėkime а= 
=а, b=a, c=a; іг apibrėžkime а, *a;=a; j (mod зу Gausime lentelę 
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b x с 
а x b c 

b b x с | а | 

| 

ПЕШИЕ — 
C C x a x a 


Kitokias operacijas gausime, kokiu nors kitu būdu sutvarke duotąją aibę. 
7. Atsižvelgę į nurodymą, [paėmę 'm=n+1, turėsime n+1 aibės G elementų: 


a, a+a,...a*a3+...+a,tarp kurių bus bent du lygūs: Ce ...*a=a+.... xa. 
n11 | т f t 

Tarę, kad t< k, pažymėję p= k—t ir „padauginę“ šios lygybės аы puses iš a’ +... «a, 

gausime а»... за=®©. = =. 


p В 

8. a) Pasinaudokite grupių 6 savybe іг operacijos komutatyvumu. Б) Pasinaudokite 
grupių 8a savybe ir operacijos komutatyvumu. c) Pasinaudokite grupių 7 savybe ir ope- 
racijos komutatyvumu. 

9. a) Pasinaudokite 7 uždaviniu. 

b) Nustatykite, kad E (а) lygi eilei ciklinės grupės (а), generuotos elemento a, 
ir pasinaudokite Lagranžo teorema. | 

с) т=ка.- та, [= Ка га» Г, 6 (0, 1, ...,k— 1}. a” =a", а! =а!*. Jeigu гу= гу, 
tai а"=а, — sąlyga pakankama. Jeigu r,*r, ir a':=a"s, tai, (аге, kad г, > га, rasime 
an“ 1=OirO<r,-r;<k. Kadangi k — elemento а eilė, tai gauname prieštaravimą. 
Todėl r,<r,. Analogiškai nagrinėjame atvejį, kai r, < г.. 

d) Jeigu k ir n neturi bendrų daliklių, tai skaičių 1 -4,I2 -k, ..., (п- 1). k ir n skir- 
tumai k—n, 2k—n, ..., (n—1)k —n nesidalija iš п. Todėl iš 2 išplaukia, kad tarp elementų 
а", ak ..., 068—0) *, a™ nėra lygių.! 

e) Jeigu D (k, E(a))=m, tai 

Е (а) k 
(а) ” =(aE(0)" =62=0. 


Reikia dar parodyti, kad nėra mažesnio už E (a)/m skaičiaus t, su kuriuo būtų (25) = O. 

f) Grupių izomorfizmas yra abipus vienareikšmė funkcija. 

10. Žr. 2.3 skyrelio 2 pavyzdį. Grupė Rs ciklinė. Jos pogrupiai (Ко), (Re), (К) = (В), 
(R)=(Ro), (К.)=(Кь), (R)=(R)=(R,)=(R,). Generuojantieji elementai: К, Rs, 
К., Ra. Grupės automorfizmus paprasčiausia rasti remiantis tuo, kad kiekvienos dvi 
vienodos eilės ciklinės grupės yra izomorfiškos. Kadangi Ry, ;=(R, = (R; = (R,)= 
(Ri), tai Л: Л (РИ) RS, ir f, : fs (К) = RZ, m=0, 1, ..., 11, уга izomorfizmai. 

11. a) Daugybos asociatyvumas (G. 1 savybė) patikrinamas betarpiškai. Betarpiš- 

0 


kai patikrinama, kad matrica Е, = б yra neutrali daugybos atžvilgiu. Jai at- 


1 
virkštinę matricą randame, išsprendę lygtį 


JC o 1) 
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adis kairė | 1 1 
cx+dz су+а ло 1/ 
| ах+Ь:=1, I ay+bt=0, 


cx + dz = 0, cy+dt=1. 


Šios sistemos turi sprendinį, kai ad— bc #0. Jį radę, gausite atvirkštine matricą (formulę 
jai rasti) | 


II A 
(° у". ad- bc ad—bc 
c d 一 C а 

ad— bc ad— bc 


Ši matrica priklauso aibei M,, nes jos elementai уга racionalieji skaičiai, kai a, b, c, d 一 
racionalieji, ir 


d 8 (3) = K 0, 
ad 一 pc ad—bc ad-bc | 、ad 一 pc ad 一 pc 


kai ad—bc+0. 
b) Matrica 

(° о} (+ ?| G 01 

а 0/ Nh 0 о 4] 

jau yra kito pavidalo negu dauginamieji. 


a 0 b 0 ab 0 k Р Ее 
с) Б Е (o 2 人 0 и). арса 0, kai ac#0, bd# 0. Vienetinė matrica 


yra iš tos pačios aibės. Iš 1 išplaukia, kad 


1 

(% „) = "а ° 

o daj 1/ 
“i 


12. f(G)=G,, Hc G, todėl f(H)<G,. Beto, f (a * b)= f (a) - f (b), o kai a, БЕН, 
tai а» БЕН, todėl bet kuriems aibės f (H) elementams a,, b, rasime aibėje H tokius 
elementus a, b, kad būtų f(a)=a,, f(b)=b, ir a,-b6,=f (a) -f(6)=f(a+6) e f (Н). 
Taigi šioje aibėje galima dauginti. Aibėje f (H) daugyba asociatyvi (G. 1 savybė), пез 
ji asociatyvi visoje aibėje G,. Kadangi neutraliojo elemento homomorfinis vaizdas yra 
neutralusis elementas, tai aibė f (H) turi daugybos atžvilgiu neutralųjį elementą (G.2 
savybė). Imkime bet kurį a,e f (H). Yra toks ae H, kad /(а) =а,. Kadangi H yra 
grupė, tai elementui asimetriškas elementas а’ taip pat priklauso aibei H ir f(a“)ef (H). 
Tačiau f (©)=f (a +a')=f (а). f (a')=a; - f (a')= 9,, taigi a;=/(a')e f (H) (G. 3 savybė). 
Belieka pasinaudoti pogrupio apibrėžimu. 

13. a, beKer f: f (a) =@,, f (b)=@,. Todėl f(a+b)=/f (a) -£(b)= O,. Tai reiškia, 
kad asb e Ker f — branduolys uždaras operacijos « atžvilgiu. G.l savybė yra, nes 
ją turi visa aibė G. Kadangi f (9)= O,, tai Oe Kerf (G.2 savybė). Be to, f (а) = f (a'), 
todėl, kai ac Ker f, turime (а) = (a = 0; =0, ir а’еКег/ (С.3 savybė). 


14 (1 2, нр n 2, ГИ m | 22 г 
„a 1 3 , ч 
1, 3, 4, 2 4, 3, 1, 2 2, 4, 3, I 3, 4, 2, 1 
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b) Tai yra pogrupiai, kurių bazinės aibės šitokios: 
(7 2, 3, 1) (i 2, 4)! 16 2,3, .) (> 2, 3, | 
1, 2, 3, 4 人 11,3, 2, 47} ' |1, 2, 3, 4/° \3, 2, 1, 4/) 
(T. 2, 3, s) (I 2, 3, М) 
1, 2, 3, 4/'\2, 1, 4, 3/) 
(r 2, 3, 4) Я 2, 3, н G 2,3; М n 2, 3, | 
1, 2, 3, 47 \2, 3, 4, 11 ' V3.4,1,2/' 14, 1, 2, 371] 
Juos randame, pakėlę duotąjį keitini laipsniu п= 1, 2, 3, ..., kol gauname tapatin- 
gaji keitinį. 
15. a) Grupė komutatyvi. b) (1)= {1}, (2)= (1, 2, 4)=(4), (6)= (1, 6}, (3)= (1, 2, 
3, 4, 5, 6}=(5). с) Зи 5. d) f:f(1)=/(6)=1, f(2)=/(5)=2, f (3)=f (8 =4. 


3 SKYRIUS 


| 
1. Žr. 1 skyriaus 6 uždavinio sprendimą и žiedo apibrėžimą. 
2. (a+b V m) +(c+d V m)=(a+0)+(6+d) V m, 


(a+b V m) (с+а V m)=(ac+ mbd)+(ad+ bc) V m. 
Žr. 1 uždavinio nurodymą. 


3. 
© 0 ө | о {112 1 | 2 (5) | 0 x l | 2 
r ru ЗИ а 
0 x 1 | 2 0 0 0 0 
1 ' | 2 WE 0 l 0 | l ofaj 2 
2 2 а а [о [а 0 |1 2 0 оаа 2 | 1 


4. Žr. 3. 1 skyrelio 4 pavyzdį ir lauko apibrėžimą. Laukas О (V m) sutampa su ra- 
cionaliųjų skaičių lauku tada, kai skaičius т yra natūrinio skaičiaus kvadratas. Tad m= 
=m ir a+b V me Q. 

5. Panagrinekite aibę 410, 1+1, ..., iL+lL+-..+1L}; čia р- lauko 
charakteristika. 


6. а) ka=k-(Ir a)=(k-Ir)a=O0r -a=Or. b) Lauko Šienetas 1r yrairjo polaukio 
vienetas. c) Pagal Niutono formulę 


(a+b)P=aP+bP+CpaP" Ь+СрарР-° +... +С} абр 1. 


Reikia parodyti, kad koeficientai Ср, dalijasi iš р, kai m=1,...,p- 1 ігр — pirminis skai- 
čius. 


(a+b+c)P=((a+b)+c)” =(a+b)P+cP=aP+bP+ceP. 


(а++5)Р*=((а+®)?)” =(а? + Р)? =a?" + bP". 
Toliau naudokite matematinę indukciją. 


95 


7. a) Žr.'3.2 skyrelio 1.5 savybės įrodymą. b) Apskaičiuokite sandaugą (a?) а. с) 
Žr. 3.2 skyrelio 4.8 ir 5.2 savybių įrodymus. 

8. Atidžiai perskaitykite 3.3 skyrelį. Bazinė aibė (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6; —0=0, —1=6, 
—2=5, —3=4, —4=3, —5=2,-6=1.171=1,2-1=4,371=5,471=2,571=3,671=6, 
Kadangi 22=4, 32=2, 48=2, 5*=4, 62=1, tai lygtys x*=3, x2=5, x*=6 sprendinių 
neturi. 

9. Atidžiai perskaitykite 3.2 skyrelį. Kai m= kl, tai struktūra L,, nėra laukas, nes 
KOI =kl—m=0, о ši | ygybė reiškia, kad liekanos k ir / neturi atvirkštinių (simetriškų 
daugybos atžvilgiu). 

10. a) Atvirkštinių neturi 2, 4, 6. Моо daliklių poros: 2 ir 4, 4ir 4,6ir4. b) Atvirkš- 
tinių neturi 3, 6. Nulio daliklių poros 3 ir 3, 3 ir 6, 6 ir 6. 

11. Prisiminkite tolydinių funkcijų savybes. 

12. Žr. 3.6 skyrelyje vektorinės erdvės apibrėžimą. Patikrinkite, ar sudėtis turi 
G.1—G.4 savybes ir ar daugyba iš skaičiaus turi V.1 — V.4 savybes. 

13—15 Žr. nurodymą 12 uždaviniui. 


Pratarmė гооо ане L A k i i au as 
Pirmas skyrius. Algebrinės operacijos ея ох 
1.1. Aritmetinis veiksmas — kas jis? .........................., зс. 
1.2. Kur galima atlikti veiksmą? .... еее aaa вое тени 
1.3. Algebriniai veiksmai _................................... сз, 
1.4. Algebrinės operacijos ir, jų reiškimo būdai ................ ... 1... 
1.5. Algebroje nagrinėjamų binarių operacijų savybės .................. 
1.6, Atvirkštinė operacija ............... aaa... skautas aka sa kn anas o 
1.7. Algebrinių operacijų, apibrėžtų lente е, savyb.ų nustatymas .......... 
1. 8. Išorinės-binarės operacijos ,9 
1.0. Algebrinė сак аа ШТ ООО Л ЛО Л Г УУ i usu aaa 
ТО: Uždaviniai Luisas i S ak lokiu о ооо аа 
Antras skyrius» Grapeg Aksu a I a k a i a Е 
2. 1. Kokias struktūras nagrinėjome vidurinėje mokykloje?.. .............. 
2.2. Grupės apibrėžimas ir pavyzdžiai .................................. 
сара: вауу Ве: ааа н a a ее S LS S a 
2. 4. Pogrupiai. Ciklinės grupės ....... еее кие ii aa ，， 
2:5. Lagranzo teorema ко a ыи GS k e a a T R S uypawaus 
2:6, Кеша iY JU треб: Lu sk ааа A ЖУ аир 
2.7. Grupių homomorfizmai ir izomMorfizmai ............................ 
Ž48-UždaViniai araki si yass S S PT а 
Trečias skyrius. Žiedai ir laukai ............................ SS SA 
3.1. Komutatyvusis žiedas. Laukas ...................................... 
3. 2. Paprasčiausios žiedų ir laukų savybės .............................. 
3.3. Liekanų laukai оса 
2-4, Lauko charakteristika sin а р Е ia aA 
3. 5. Polaukiai. Pirminiai laukai ............................ Ka so a 
3.6. Vektorinė erdvė. Algebra ........................................ 
UV 
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